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Resumen

Los sistemas de lentes electrostaticos, son dispositivo que auxilian en el transporte de
particulas cargadas; ampliamente utilizados en espectroscopia electrénica para controlar
haces de particulas de diferentes energias. Se emplean paquetes computacionales que per-
miten disenar los sistemas de lentes de acuerdo a las necesidades requeridas, pero son muy
pocos los modelados analiticos que se realizanpara el diseno de dichas lentes. En este trabajo
de grado, se realiza la primera estapa del diseno de un sistema de lentes electrostaticos de
cinco elementos, esto es, se calcula analiticamente el potencial electrostdtico, en términos de
los voltajes aplicados y de los parametros geométricos. Los sistemas de lentes elestrostaticos
que estudiamos poseen una longitud total 2L, consisten en electrodos cilindricos, cada uno
con un didmetro “D”, separados una distancia “g”, y con una longitud individual A;, (con
i=1, 2, 3). Los cdlculos del diseno analitico del sistema de lentes implica la solucién de
la ecuacion de Laplace en cada regién para determinar los potenciales, sujeta a las condi-

ciones de contorno impuestas. Se logra determinar una expresién general que da cuenta de la

distribucién del potencial en el interior del sistema de lentes conformado por cinco cilindros.
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Objetivos

Objetivo general

e Calcular analiticamente el potencial en un sistema de lentes electrostaticos de cinco

elementos con geometria cilindrica.

Objetivos especificos

e Plantear la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas en cada una de las regiones

del sistema de lentes de cinco elementos.

e Calcular la funcién potencial para el sistema de lentes en cada region.

e Realizar graficos del potencial electrostatico como funcién de la distancia para diferentes

configuraciones de lentes.



1 Capitulo 1: Introduccién

Los sistemas de lentes electrostaticos de elementos multiples se usan ampliamente para en-
focar los haces de electrones incidentes y esparcidos en experimentos de dispersion de elec-
trones de bajas energias. Estas lentes se utilizan generalmente con coeficientes de aberracion
minimos para maximizar las corrientes de electrones, y se operan con el modo de lente de
Zoom para mantener constantes los parametros de la lente en un amplio rango de relacion de
voltaje-energias de los electrones. En los libros de Grivet (1965), Paszkowski (1968), Klem-
perer y Barnett (1971), se pueden encontrar datos precisos y extensos sobre las propiedades

focales y la aberracién de las lentes electrostaticas de tercer orden.

El progreso en esta drea en los tltimos afios han sido publicados en variados articulos, (G.
N. Kropachev, N.N. Alexeev, A. I, 2012), (T. V. Kulevoy, and V. I. Nikolaev, 2005). En
la mayoria de los sistemas épticos de electrones, especialmente en valores bajos de energia,
el rendimiento de las lentes estan limitados por su aumento, sus aberraciones esféricas y
cromaticas, sus caracteristicas de enfoque. Por lo tanto, hay una necesidad para un estudio
sistematico de las propiedades focales y de Zoom de los sistemas de lentes electrostaticas de

elementos multiples.

Es bien sabido que se puede usar un sistema de tres elementos para ayudar al diseno de
lentes que tienen una posicién de imagen fija, pero el aumento no es constante (A. Ada,s and
F. H. Rea, 1972). Sin embargo, Se puede utilizar una lente electrostatica de cuatro cilindros
para mantener constantes la posicion y la ampliacién de la imagen de un objeto fijo mientras
se varia la energia de iones u electrones. Las relaciones requeridas que deben mantenerse
entre las relaciones de voltaje variable de la lente se han determinado utilizando una nueva
version del método de densidad de carga, y se ha evaluado la aberracién esférica de la lente
de Zoom resultante (Omer Sise, David J Manura y Mevlut Dogan, 2008). Los sistemas
de lentes electrostaticas con mas de cuatro elementos se utilizan generalmente en estudios
experimentales para mantener una lente de Zoom real con relaciones de voltaje globales de

aumento constante, ademds con estuche afocal (M. Mukherjee et al, 2008). Para analizar las



propiedades de imagen de un sistema de lentes electrostaticas es necesario saber cémo varian
las fuentes de aberracién para aumentar el tamano de la imagen final, utilizando la simulacion
de trazado de rayos electrénicos mediante Programas como SIMION y LENSY'S (SIMION es
un programa de diseno y analisis de lentes electrostaticas que es capaz de modelar problemas

de 6ptica de particulas cargadas con arreglos de potencial electrostético y / o magnético).

Estos programas se utilizan para simular dispositivos electrostaticos y magnéticos estaticos
para acelerar, transportar y manipular de otra manera los haces de particulas cargadas. La
simulacion 6ptica de la distribuciéon de intensidad ha demostrado cuantitativamente que la
aberracion en la imagen cruzada provoca un desenfoque del haz de electrones y un error de

posicionamiento en el punto de enfoque.

En este trabajo de grado, se plantea el inicio del andlisis de un sistema de lentes electrotaticos
de cinco elementos. Nos focalizaremos en calcular los potenciales en el interior de la lente
como funcién de la posicion y de los pardmetros geométricos. Este escrito es organizado de
la siguiente manera: en el Capitulo 2 se presentan los fundaméntos tedricos en los cuales se
sustentan los cdlculos analiticos que se realizan. En el Capitulo 3, se muetsran los calculos
analiticos del potencial para el sistema de cinco lentes electrostaticos. En el Capitulo 4

finalmente se presentan las conclusiones.



2 Capitulo 2: Fundamentacion tedrica

2.1 Preambulo

Una lente electrostatica es un dispositivo que auxilia en el transporte de particulas cargadas,
experimentalmente son muy utilizadas para enfocar haz de iones de baja energia sobre mues-
tras de diferentes materiales. Esto permite obtener informacion sobre los procesos de dis-
persion y estudiar las propiedades superficiales del material (P. W. Hawkes; E. Kasper, 2018,
Particules of electron optics. 2, London: Academic Press, 1989-94). Es importante contar
con un sistema de lentes electrostaticos 6ptimo, que permita enfocar el haz de iones en las
posiciones y con la menor aberracién posible (imperfeccion de un sistema optico que pro-
duce una vision defectuosa). En la actualidad se emplean paquetes computacionales como
SIMION para el disenio de lentes electrostaticos, en particular, se utilizan lentes constituidos
con 2, 3, 4 y 5 cilindros huecos de capa delgada (Elsevier B. V, 2007), (T. V. Kulevoy, and V.
I. Nikolaev, 2005), (Institute of Physics; Physical Society, 2000, Jornual of physics. Section
E, Jornual of scientifics instrument, London, Institute of physic Publishing, 1968-1989). Son
muy pocos los disenos derivados de calculos analiticos los que se encuentran reportados en
las bases de datos. Para realizard los calculos del disenio (analitico) de un sistema de lentes
cilindricos, se puede encontrar una solucion analitica exacta de la ecuaciéon de Laplace en el
caso de simetria azimutal, donde el potencial, V(z,r), se puede escribir el producto de fun-
ciones separadas, Z(z) y R(r) de las coordenadas axiales y radiales, La ecuacién de Laplace

en coordenadas cilindricas es dada en la forma:

V2V (z,7) =0 (1)

10 (rov +iB2V N R B
ror \ Or r2 002 822

Como V' (z,7) = Z(z)R(r), tenemos que:



10 (r0(Z(z)R(r)) 1 0%(Z(2)R(r)) 0%(Z(2)R(r)) B
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Utilizando el metodo de separacion de variables para E.D.P.

1 0*(R(r)) L O(R(r))

9 (Z(2))
R(r) 0Or? + rR(r) Or 022

922 0

+ R(r)

se pueden escribir las ecuaciones para la funciones Z(z) y R(r), como sigue:

d?Z
—— —kKZ=0 2
7 (2)
d*R  1dR
4 LR =
dr2+7’dr+R 0 3)
La solucién para Z(z) es sencilla:
7 (2) = Ape™* 4 Bre ™* (4)

mientras que para R(r) requiere alguna consideracién del contexto.La ecuacién de Bessel de

orden cero para la cual la soluciéon formal seria

R (k?nT) = Clj() (k’nT’) + CQN() (knT) (5)

donde Jy y Ny son funciones de Bessel de orden cero de primer y segundo tipo,
respectivamente. Este tltimo se vuelve infinito lim,_,oNg — oo y, por lo tanto, no puede
dar una descripcion fisicamente real del potencial en el eje, por lo que C; = 0 y la solucién

global para el potencial se convierte en

V (z,1) = (Ape™* + Bre ™) Jy (knr) (6)

Las lentes electrostaticas se utilizan en muchos instrumentos cientificos para enfocar haces



de iones o de electrones mediante la aceleracién (Nicki Dennis, 2000, Electrostatic Lens

Systems, Institute of Physics Publishing, Wholly by The Institute of physics, London).

2.2 Sistema de dos lentes
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Figura 1: Diagrama esquematico de una lente de dos cilindros

Una lente de dos electrodos (Véase la figura 1) comunmente utilizada consiste en dos cilindros
coaxiales que se mantienen a diferentes potenciales, ha sido reportado en la referencia (Nicki
Dennis, 2000, Electrostatic Lens Systems, Institute of Physics Publishing, Wholly by The
Institute of Physics, London). Los cilindros pueden disponerse de modo que haya un espacio
entre ellos, como se muestra en la figura (G. N. Kropachev, N. N. Alexeev, 20012). Las lentes
cilindricas coaxiales se utilizan con frecuencia en espectrometros de electrones de baja energia
para aumentar la sensibilidad y la resolucién (Heddle y Kurepa, 1970). Una lente se utiliza
para desacelerar el haz antes de que entre en el espectrémetro y otra lente de cilindro se
utiliza para acelerar los electrones en la salida del espectrometro para aumentar la eficiencia
de recoleccion en el objetivo, aunque las lentes de dos elementos se utilizan principalmente
para acelerar o desacelerar los haces de electrones y de iones, tienen una importante accion
de enfoque y, por lo tanto, es esencial que las propiedades focales de dichas lentes se conozcan

con precision (Martinez et al, Para pt.I vea ibid, 1983).
Considerando un sistema de dos electrodos cilindricos, V} el potencial en una situacién

asimétrica del eje podria expresarse como el potencial del electrodo central requerido para

enfocar.



Vi(z,r)= (Akeknz + Bke’knz) Jo (knr)

La solucién general para una geometria de lente particular consistira en una suma de dichos
términos (Nicki Dennis, 2000, E lectrostatics Lens Systes, Institute of Physics Publishing,
Wholly owned by The Institute of Physics, London). En el caso particular de lentes de dos
elementos, se tienen tres regiones, en cada una de las cuales se puede escribir una funcién

para el potencial:

V1+ZA6 *Jo (knr) (7)
Vi+Ve | (Va—V, > ,
Vi (z,7) = = —; 2 + ( 2 J 1) z+ Z (Bne ™ + B, e"*) Jo (knr) (8)
Virr (z,0) = Vo Y Cre™ 205 (kr) (9)
n=1

La continuidad del potencial a través del limite entre las regiones (I y II), (IT y III) implica
que la componente radial del potencial es continua a través de este limite, con lo cual los
coeficientes que aparecen en la Ecs (7), (8) v (9), se pueden escribir en términos de un tnico

coeficiente, que en este caso se escoge B,. Los potenciales son reescritos en la forma:

Vi(z,r) =V — ZB — ekn9) ek Iy (kr) (10)
Vi + V. Vo — V4 =

Vir(z,r) = ! ;L 2 4 ( 2 . 1) z+ ZBn (e_k”z — ek”’z) Jo (knr) (11)
n=1

Virr (z,1) = Va +ZB — ) e 2 g (kar) (12)

El Ultimo coeficiente B,, lo determinamos aplicando el principio variacional g?w =0, (Omer

10



Sise, David J Manura y Mevlut Dogan, 2008), donde W es la densidad de energia del campo

eléctrico, la cual es dada por:

W:%/Wm

- T (25 e "
S TR

Por lo que finalmente, después de realizar el proceso de minimizacion de la energiase encuen-

tra que B,, el cual esta dado por:

e 2
B, = (Vo — V1)
Sk2DJ, (k;n 5 )
Para faciltar los cdlculo, se realiza convenientemente un cambio de variables: G = & , Z = 5
R=% K, =
o—KnG
B,=Vo—WV) =57+ 14
(V2 1Hmaum) (14)
Con lo cual los potenciales pueden ser escritos como:
Vi ( =V - Z B, (1 — ) 22 ]y (K, R) (15)

11
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Figure 2: Se muestra el grafico del potencial electrostatcico dado por las funciones V7, Vir y

Virr Se observa que las funciones describen correctamente el comportamiento del potencial

electrostatico en el sistema de lente particular que se ha modelado. El consiste en un sistema

de lentes de Longitud 104 mm, D = 20mm, longitud de electrodos 51 mm , separacién entre

cilindros 2mm, voltajes sobre electros, -100 V y 100 V | respectivamnete.

2.3 Sistema de tres lentes
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Figure 3: Diagrama esquemético de una lente de tres cilindros
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Una lente electrostatica simple de tres electrodos requiere la especificacion de siete parametros
geométricos (Tres electrodos, dos espaciamientos y dos tamanos de abertura, cada uno expre-
sado como una relacién del tercer tamano de abertura) (Vease la figura 3). Este sistema ha
sido estudiado por O. J. Suarez et. al. {No publicado}. Con base a lo que se ha encontrado
en las bases de datos, estos sistemas han sido disenados tedéricamnete empleando el paquete
computacional SIMION. Este es un programa de disenio y andlisis de lentes electrostaticas
que es capaz de modelar problemas de 6ptica de particulas cargadas con arreglos de potencial
electrostético y / o magnético (Mandal P. Sikler G. Mukherjee M, 2017), (Hwddlw y Kurepa,
1979; Read, 1971; Heddle et al, 1982). Este programa se utiliza para simular dispositivos
electrostaticos y magnéticos estaticos para acelerar, transportar y manipular de otra manera
los haces de particulas cargadas. A los efectos de este articulo, solo se modelaron campos
electrostaticos. En SIMON, la relajacién de cinco puntos, una técnica de diferencia finita
se utiliza como el proceso iterativo para converger en la solucion del campo de potencial
eléctrico para los contornos de voltaje y las trayectorias de particulas cargadas que se deben
calcular y trazar. Por otro lado, LENSYS calcula las propiedades focales y de aberracién de
una gama de lentes electrostaticas que consta de dos o tres aberturas y cilindros. Hasta hace
poco, una de las colecciones més completas de datos sobre propiedades focales de cilindros
electrostaticos y lentes de apertura ha sido la informacion experimental de Spangenberg y

Field (1942, 1943).

Usando un procedimiento similar al empleado en el estudio tedrico del sistema de dos ele-
mentos, los autores plantean para el sistema de lentes de tres cilindros, cinco regiones donde

la ecuacién de Laplace es resuelta (O. J. Suarez et. al. no publicado).

Para las cinco regiones, los potenciales estan dados por:

Vi(z,r) =Vi+ Y Anebn* g (kar) (18)
n=1
VitV (Va—V A+
Vir(z,7) = 12 2+(2g 1) <z+Tg) (19)

13



+ 3 (Bae 5 4 e (5 gy (k)
n=1

Vi (z,1) = Vo + Z e 4+ Cef?) Jo (kur)

— A
%v(z,r>:%;%’+<%g%) (z—ﬂ>

+ i (D (=) 4 D =55 g (k)

n=1

Wz, r)=Vo+ Z E,e % ], (knr)

n=1

(20)

(21)

(22)

Aplicando las condiciones de continuidad del potencial entre las regiones (I y II), (II y III),

se escrben los coeficientes involucrados en las funciones potencial, en términos de un tnico

coeficiente, B,,. Por tanto, los potenciales en cada una de las regiones son escritos en la

forma:

Vi(z,r)=Vi+ Z Bnek"<%) (1 — ek"g) = Jo (knr)

VitV (Vo V A
Vi (2r) = 1—;‘ 2+( 2g 1) <z+ ;—g)

+23" B, Sinh [kn ( + %)} To (knr)
n=1

Sinh k:ng
Vir (z,7) = Va4 2 Z C’(Z)Tslh - j Cosh [knz] Jo (knr)
”5

- A
=5 (555 (259
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(24)

(25)

(26)



—2 i B, Sinh [kn (z — %)] Jo (knr)

n=1

W (z,r) =Vo+ Z Bnek"(%) (1 — ek"g) e *n= Jo (knr) (27)

n=1

El ultimo coeficiente B,, se determina aplicando el principio variacional %‘i =0, donde W

es la densidad de energia del campo eléctrico:

W= %0 / E2dr (28)

A
2

D
2
%
0

:—DQZBQ _ ng) (*kngfe

<8V111> (8‘5111)2] rdrdz)
y4

2 0 %
rdrdz+//
_A 0
2

kn<A+gf2L>) (J2 (K,) + J? (K)) (29)

WQZ%M DZB (Sinhlkng) (J3 () + J2 (Kn)) + gho (73 (Ko) = J2 (K,))) - (30)

Kn) Sz’nh[kng]

Vo= V1 o= BnJi (
4D
+ ( G ); Fon
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792232 ?Z};[: ]} (Sinh[Ak,) (J3 (Ky) + J7 (Ky)) + Ak, (7 (Kn) — J3 (Ky))) (31)

Denotamos las energias en terminos de I, ,. Después de realizar el proceso de minimizacién de la

energfa y del cambio de variables G = &, Z =5, R = % , K, = k"2D LA = %, el coeficiente
Bn, es dado por:

Ti = Ky (1= ¢2606)? (72606 — 20 (AH62E)) (2 (1K) T (Ka) (32)

Iy, = K, (Sinh[2K,G] (J3 (K,) + J; (K,)) + 2GK, (Jf (K,) — J; (K,))) (33)

Iy = L) g ik (34)

n

. Sinh?[K,G] .. ' 2 2 2 2
1 2 G 2
Wi =D ;anm (36)
_D(Va-Vi)’ D S,
Wo= oot ; By, (37)

Va1 w
+4D< 2G 1>ZB,LF3,”

n=1

—D2 Z B2l (38)

815, (V2 — V4)

B, =—
G, +4@, +21,)

Con lo cual finalmente las funciones potenciales se escriben en la por

16



A'+G

R)y=Vi+)_ Bne2K"( ) (1 — @) e2Kn? Iy (K, R)

VitV  (Va—V, A+ G
Vir (Z,R) = 12 2+(2G 1)(Z+ 5 )

A+G

+2) " B,Sinh {2Kn (Z + )} Jo (K, R)
n=1

Sinh 2KG
Vi (Z,R) = v2+22 n Cosh 2K, 2] Jo (K, R)

Vo + V: Va =V A+ G
iz = % (B (4 2)

~23" B, Sinh [QKn (Z _4 ‘; G)} Jo (K.R)

n=1

VW(Z,R)=Vat ) B, (*39) (1 =€) e72Kn? Jo (K, R)
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Figura 4: Se muestra el grafico del potencial electrostatcico dado por las funciones V;, Vi,
Virr, Viv 'y Vir. Se observa que las funciones describen correctamente el comportamiento del
potencial electrostatico en el sistema de lente particular que se ha modelado. El consiste
en un sistema de lentes de Longitud 104 mm, D = 20mm, longitud de cilindro central
50 mm, separacién entre cilindros 2mm, voltajes sobre electros, -100 V, 100 V y -100 V,

respectivamnete (O. J. Suarez et. al., no publicado).
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3 Capitulo 3: Problema en estudio

3.1 Preambulo

Una lente electrostatica es un dispositivo que auxilia en el transporte de particulas cargadas.
Por ejemplo, a través de lentes electrostaticas se puede guiar electrones emitidos a partir de
una muestra a un analizador electrénico, analogo a la manera como una lente 6ptica auxilia
en el transporte de la luz en un instrumento 6ptico. El reciente desarrollo de la espectroscopia
electréonica hace posible revelar la estructura electrénica de moléculas. Aunque esta ya sea
realizada principalmente por analizadores de electrones, las lentes electrostaticas también
desempenan un papel significativo en el desarrollo de la espectroscopia de electrones (Nicki
Dennis, 2000, Electrostatics Lens Systems, Instituteof Physics Publishing, Wholly owned by
The Institute of Physics, London). Una lente de tres elementos se puede utilizar para ayudar
al diseno de lentes que tienen una posicion de imagen fija, pero el aumento no es constante
(véase la figura 6), sin embargo, las lentes de cuatro elementos pueden ser operado con un
aumento constante para producir una imagen en una posicién especifica (véase la figura
7). Sistemas de lentes electrostaticos con mas de cuatro elementos generalmente se usan en
estudios experimentales, para mantener el zoom con voltaje general de aumento constante,
adicionalmente con el caso, (Omer Sise, David J. Manura y Mevlut Dogan, 2008), (Véase la
figura 8). La naturaleza interactiva de la simulacién por computadora permite desarrollar
una comprensiéon mas profunda de las leyes de la 6ptica de particulas cargadas. Simulaciones
de SIMION de trayectorias de electrones a través de un sistema de lentes de cuatro y cinco
elementos cilindricos con algunos equipotenciales (Omer Sise, David J. Manura y Mevlut
Dogan, 2008). Mientras que la posicién de la imagen se mantiene a una distancia fija del
plano de referencia se obtuvo de acuerdo con el cruce de los rayos de electrones, con respecto
a el eje optico. Para un conjunto determinado de relaciones de voltaje, se puede obtener un
aumento. En este estudio se considera un sistema de cinco lentes, inicialmente, para escribe
en coordenadas cilindricas la ecuacién de Laplace en cada regién dentro del sistema de lentes,

como la solucion general de dicha ecuacion ya se conoce, establecemos las soluciones en cada

19



region, caracterizadas por coeficientes especificos que deben ser determinados. Luego, para
determinar en cada regién la funciéon potencial, aplicamos las condiciones de continuidad
y de contorno de la funcién potencial. Esto con el fin de ir determinando los coeficientes
en cada regién, en términos de un unico coeficiente, el cual finalmente, es determinado por
un proceso de minimizacién de la energia. Una vez especificado completamente la funcion
potencial, procedemos analizar los efectos de los parametros geométricos del sistema de lentes
sobre el potencial, lo cual nos daréd indicativos de como seran las trayectorias seguidas por

los iones.

Figure 5: Omer Sise, Melike Ulu, Mevlut Dogan, Simulation SIMION 2 elementos

Figure 6: Imer Sise, Melike Ulu, Muvlut Dogan, Simulation SIMION 3 elementos
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Figure 8: Omer Sise, Melike Ulu, Mevlut Dogan, Simulation SIMION 5 elementos.

3.2 Sistema de cinco lentes

5 a3 ¥ ¢ A2 ¥ ¢ Al LY 3 az ) ¢ A3 >
D I big Ir v v i vir VIiIm IX
W\ vz va_ o+ v\ s 2
A N L . . N . N
A T T T L} T L] /
-L -A2-A1/2.2g -A2-Al/2-g -Al/2-g -A1/2 o Al/2 Alj2+g Al/2+A2+g  A2+A1/2+2g L

Figure 9: Diagrama esquemético de una lente de tres cilindros

Este sistema de lentes electrostaticos esta conformado por cinco electrodos cilindricos coax-

iales de igual didmetro, “D”, separados por una distancia axial “g” y con potenciales V'1 |
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V2, V3, V4y V5 Se plantea una funciéon potencial definida en cada una de las nueve
regiones que constituyen este sistema de lentes como se muestra en la Figura 9. El potencial
total, serd la suma de los potenciales de cada region. Después de aplicar las condiciones de
continuidad del potencial entre las regiones, y de reecribir los coeficientes en teerminos del

coeficiente B,,, los potenciales en cada una de las regiones estan dados por:

Viler) = Vi+ S [Bnekn(Aﬁ%) [1— ekes] ek"ZJO(knr)}

n=1

Vit Vo) | (Va— Vi A +3
e = (57« (F57) (o e 257)

42 i B,[Sinh (kn (z Ay 4 A E3g ) )]Jo(k‘nr)

n=1

Sinh [k, (2
Viri(z,7) = V2—2ZB o (2)}Sinh{kn(z+g+Al+A2>}Jo(knr)

i A
+2%" B, Sinh {kn <z + 1; g )} To(knr)
n=1

< Sinh [k
Vi V},+2ZB inh (k] O3] s [knz] Jo(kar)

Cosh nA—}

2

Vs + Vi, Vi— Vi A
o= (557) + (57 (797)

> A
_QZBnSinh {k‘n (z — 1;—9)] Jo(knr)

n=1
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Si h g A+ A
Vir(z,r) = Vi + QZB - 2} < aTomhlk, (Z — g g)]%(kn"’)

Vi+ V- Vs -V, 3g+ A
Virn(z,r) = (%)+< 5 4) (Z—Az— 92 1)

- A
QipﬁW{MG—@—@;lﬂﬁMm
n=1

Vix(z,r) =V5+ Z B, et (42+757) [1— 9] e Jy(kyr)

n=1

El detalle para obtener los potenciales anteriores, se muestran en el Apéndice A.

El coeficiente B, se halla mediante el principio variacional de la densidad de energia del

campo eléctrico gTWn = 0, la cual esta dada por:
W:ﬁ/ﬁm
2
€0 ov 2 oV 2
= = - — d
W 2 / { ( or ) * (82 7
———Ag 29 L 5
= 2mep{ / / (6VI> (6‘3> rdrdzz

0

—%—Ag—g D _A

rdrdz}

En el Apéndice B se muestran los célculos realizados para obtener la energia en cada una

de las regiones. Por la simetria del sistema, solo hay que calcular la energia desde z = —L
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Vs, Vo = Vj. Las

hasta z = 0, y se multiplica por el factor dos, teniendo en cuenta que Vi =

energias de las regiones desde la regién I hasta la region V son

2KnG ]2 [6—21{”0 _ 62Kn(3G+A’1+2A’2—2L’)} £t
n

232

D(Va—W)? DX, ' -
W, = 2 % + 23 B2K, {Sinh [21,G) (f}) +2K.G (f,)}

n=1

+2D ( = ) ; ESmh [K,G] Ji(K,)

Sinh?
ZBK thQ [K ) {Sinhh 2K, A) (f}) — 2K, 45 (f7)}

2 0
W, — g@ + DN BK, {2/,G (f7) + Sinh 2K,G) (1)}

oD (V?’(_;V?> iIB(—Smh (K,G] ()

D & 9 Sinh? [K, , ;e
W5:ZZBKW{th2KA](f+) 2K, A (f7)}

n=1

Una vez calculadas las energias en las regiones, se procede a realizar el proceso de
= 0. En el Apéndice 3 se muestra el

minimizacion para determinar el coeficiente B,,. a B

detalle de los calculos, donde se obtiene que B,, esta dado por

B = — 8[(F3,n (‘/2 _‘/1) _FG,n (‘/3_‘/2))]
" G [Fl,n + 4F2,n + 2F4,n + 4F5,n + 2F7,n]

Se realiza el cambio de variables: G =% , Z = 5 , R = %" , K =%
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con lo cual finalmente se escriben los potenciales en la nueve regiones en la forma:

2Kn(A/2+3G;A/1) [1 _ 62KnG] eZKnZJO(KnR)

Vi(Z,R)=Vi+ ) _ |Bue
n=1

Vi+V; Va =V, 3G + A
VH(Z,R):( 1; 2>+( e 1) (Z+A’2+ ; 1)

3G + A

+2 Z B, Sinh {2[(” (Z + Ay +

n=1

)} Jo(K,R)

= Sinh[K,G] Al + Al
Vir(Z,R) = VQ—QZB S;:h KA,]]th [QKn (Z+G+1TQ)]JO(KHR)

Vot Va\ | (Vi Vi A+ G
v = (552) < (557) (7 557)

+2> " B,Sinh {2}(” <Z L4 ;r G)] Jo(K,R)

n=1

= Sinh [ K,G]
2 B,
W = Vst Z "Cosh|[K,A}]

Vit Vi) | (Vi—V: A+ G
e = (252) + (57) (- 757)

~2%" B, Sinh [an <Z _ 4 2+ G)} Jo(KuR)

n=1

2 Cosh 2K, Z) Jo(K, R)

< Sinh|[K,G A+ Al
Vrr(Z,R) = v4+2ZB SZ:hKA,]]S'nh [2Kn <Z—G— 1; 2)}J0(KnR)
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Vi+ V: Vs =V, 3G + A
o= (555) (558 (o %)

~2%" B,Sinh {QKn (Z A %)} Jo(KnR)

n=1

o0 , | 3G+A]
Vix(Z,R) = Vs + > Bue " (n55) [1— 2Kn6) =207 o (K, R)

n=1

100
50
e
=
S
~
~50
—100

—60 —40 =20 0 20
z(mm)

Figure 10: Se muetsra el grafico del potencial electrostatcico de cinco electrodos cilindricos
dado por las funciones Vi, Vir, Virr, Viv . Vie,Vor, Virr, Vvrr yVix. Se observa que las fun-
ciones describen correctamente el comportamiento del potencial electrostatico en el sistema
de lente particular que se ha modelado. El consiste en un sistema de lentes de Longitud
120 mm, D = 20mm, longitud de cilindro central 10 mm, la longitud del segundo y cuarto
electrodo es de 31 mm, separacién entre cilindros 2 mm, voltajes sobre electros, -100 V, 0

V, 100V, 0V y -100 V, respectivamnete.
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e

O.
. r=10.0

D R S A
_60 -27 0 27 60
z(mm)

V(volt)

Figura 11: Se muetsra el grafico del potencial electrostétcico de cinco electrodos cilindricos
dado por las funciones Vi, Vir, Virr, Viv . Vie,Vor, Virr, Virr yVix. Se observa que las fun-
ciones describen correctamente el comportamiento del potencial electrostatico en el sistema
de lente particular que se ha modelado. El consiste en un sistema de lentes de Longitud
120 mm, D = 20mm, longitud de cilindro central 40 mm, la longitud del segundo y cuarto
electrodo es de 25 mm, separacion entre cilindros 2 mm, voltajes sobre electros, -100 V, 100

V, 50V, 100V y -100 V, respectivamnete..

3.3 Reduccidon del sistema de cinco lentes a un sistema de tres

lentes

En esta seccion se reduce el sistema de cinco elementos partiendo de las densidades de energia

del campo eléctrico (ver apéndice B), donde se elimina el cilindro central.

Para la energia de la primera region hacemos A; = —g

2 o
Wy = 205 B2k, [1 - k] 2 [ebor - ket 2D) [2(K) 4 J3(K, )]

Para la energfa de la segunda regién, g = 4, g << 1, Sinh[k,g] = k,g, tenemos
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W, — %2 N B2k {Sinh [kag] (JH(E) + J2(K)) + gha (JH(E,) — J2(K)) )

n=1

Vo—V1\ &= B, . q D* (Vy —W)?
+4D( p );anznh[kn2]J1(Kn)+8 y

Para la energia de la tercera region, la longitud del cilindro A, =0

W3:O

Para la energia de la cuarta region, g = %, g << 1, Sinh[k,g] = k,g,tenemos

DX (Vs —V5)? D*&
W,=—~2> "2/ 4+ = § B?
7 5 J + 3 ok,

n=1

{gkn ((J2(K) — J3(Ky))) + Sinh [kag) (JF(K) + J3(K.)) }

+4D (Vi” — Vg) n; f—:smh [k’ng] Ji (K

g 2
Para la energia de la quinta regién, A = —g
D?* & Sinh? |k, 4
Wy = — ZBan—m [ j}
8 ~ Cosh [knyl}

{Sinh [knAr] (JHE,) + J2KL)) + ko Ay (J2(EK,) — J2(K,)) )

Nombrando las funciones I'; ,,

= K, [1 _ 62KnG] 2 [6—2Kna _ 62Kn(G+A’1—2L/)] [J12(Kn) n J22(Kn):|
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Lo = Ky {Sinh [2K,G] (JF(Kn) + J3(Kn)) + 26K, (JF(Ka) — J3(Ka)) }

1
F3+6,n = FSZTLh [KnG] Jl(Kn)

Sinh® [2K,G] . / 2 2 ) 2
I, =K, Cosh? RE, A {Sinh 2K, A (JP(K,) + J5(K,)) — 2K, A} (JF(K,) — J3(K,)) }

Determinando el coeficiente determinado por un proceso de minimizacién de la energia

W =W, + Wy + W3+ Wy + W;

D o0 D 0
W==2) BTi,+=> Bl
] ot nt 1, + 2 — nt 2+4,

00 2 00
Vs —Va D? (Vi)* + (Vs)" | D? 2
+2D ( - ) > Bulsion+ =+t ;:1: BI'7.,

9

n=1

—8[346n (Vs — V2)]
G Tn 440044 +207,)

B, =

El coeficiente B,, dado por la relacién anterior, corresponde exactamente al coeficiente B,

dado por la Ec. (39) de un sistema de lentes de tres elementos.

En este proceso de reduccion, los potenciales del sistema de cinco elemnte se reducen a:

> 2K<m)
VI(Z,R) =Vi+ ) |Bue 7)1 — e 207 Jo (K, R)
n=1

Vi +V Vo — V, G+ A
VH(Z7R):( 1J2r 2)+< 2(; 1) <Z+ ; 1)
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+2> " B,Sinh {2}(“ <Z + ¢ J; 4 )} Jo(K,R)

n=1

> Sinh [ K,G]
Vi (2, Vs —223 Cosh [ A,}Cosh 2K, Z] Jo(K,R)

Vit Vi) | (Vi— Vi A+ G
e = (52) + (557) (- 757)

~2%" B,Sinh [ZKn (Z _4 ; G)} Jo(KnR)

n=1

100F ———
r=1.0
...... r= 0.75
/:.;\ r= 0.5
S
r=i0.0
&/ 0
S
1o Sm— T
-52 -27 0 27 52
z(mm)

Figure 12: se muetsra el grafico del potencial electrostatcico del sistema reducido dado por

las funciones V7, Vi, Vir, Virr v Vix. Se observa que las funciones describen correctamente

el comportamiento del potencial electrostatico en el sistema de lente particular que se ha

modelado. El consiste en un sistema de lentes de Longitud 104 mm, D = 20mm, longitud

30



de cilindro central 50 mm, separacion entre cilindros 2 mm, voltajes sobre electros, -100 V,

100 V y -100 V, respectivamnete.
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4 Capitulo 4: Conclusion

En este trabajo de grado se realiza la fase inicial del modelado de un sistema de lentes
electrostaticos de cinco elementos, cada uno con una geometria cilindrica. El sistema de
lentes posee una longitud total 2L y un didmetro D. Se determina el potencial electrostético
en el interior del sistema de lentes, con el animo de posteriormente determinar los campos
eléctricos y realizar el modelado de las trayectorias seguidas por un haz de iones, al resolver
las ecuaciones de movimiento. Para determinar el potencial total, se calcula la funcion
potencial en cada una de las IX regiones que conforman dicho sistema como funcién de la
posicién, Z y R. Lo cual se hace partiendo de la solucion general de la ecuacion de Laplace
en coordenadas cilindricas. Se muestran gréaficos donde se logra apreciar como es el
comportamiento del potencial en el interior del sistema de lentes, lo cual esta en buen
acuerdo con la situacion fisica. En un trabajo futuro, se plantea modelar las trayectorias de

un haz de iones y caracterizar las propiedades de enfoque del sistema de lentes.

32



5 Apéndices
5.1 Apéndice A: Calculo de las funciones potenciales en cada region

En la seccion 2.2 vimos que el potencial podria ser expresado como

V(r,z) = [Ane® + Bne ][C Jo(kr)] + Vi

Aplicando las condiciones de contorno, se pueden escribir los potenciales de la siguiente

manera:

Vi(z,r) =WV + Z Ane™ Jo(kr)

n=1

Vi+V Vo — Wi A +3
= (55) - (555) (o 52

+ Z [[Bekn(z+A2+A1;r39) I Bn ,6—kn(z+A2+W)} Jo(knr)

n=1

A1+A9 A1+A4g

Vini(er) = Va+ 3 [Ce (497 2552) 0,2t 2820 gy

n=1

Vo + Vi Vs — V5 A
rnton = (557 < (57) (797

+ Z [Dek”(Z+A12+g) T Dn ,e—kn (z+A12+g)] Jo(k’nr)

n=1

Vv (z,r)=Vs+ Z [Eek”z + E, 'e_k”ﬂ Jo(knr)
n=1
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Vr(z,r) = <V});V4> + (‘/4;‘/3) (z— A12—|—g)

4 Z [Fnekn(z_ Avta) n Fn,e—kn(z_ A12+g)] Jo(kr)
n=1

VV[[(Z, T‘) = V;; + Z [GGkn(Zigi#) + Gn ,Gikn(ziqiw)] J()(k?n’l“)

n=1

Vi+V: Vs — Vj 39+ A
o= (555 (5%) (- 252)

oo
3g+A 3g+A
+ Z |:Hek‘n (Z—AQ—%> + Hn ’e—kn(Z—AQ_%

n=1

)} Jo(knr)

Vix(z,r) =Vs+ Z Ine_k"ZJo(knr)

n=1

Aplicando las condiciones de contorno cuando r = % las funciones de Bessel en la I y IX

region deben anularse, lo cual selecciona los coeficientes k,, que estan dados por los ceros de

la funcién de Bessel Jy(ky,, ), por simetria en el sistema, tenemos:

La continuidad del potencial a través del limite entre las regiones (Iyll), (ITyIII),(IILyIV),
(IVyV), (VyVI), (VIyVII), (VIIyVIII) Y (VIIIyIX) implica que la componente radial del
campo es continua a través de este limite Para los limites entre las fronteras (IyII)

Al Al

V}(_? - AQ - 297T) = ‘/}I(_7 - A2 - 29,7")
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Ay = B (A2+757) [ ¢hno]
A A
VIH(_71 —Ay—g,7) = VH(—71 — Ay —g,7)
Sinh [k;n (%)]
Cn = n A
Cosh [k;nf]
A A
VIV(—Tl —g,7) %1[(—71 —9,7)
D, =08,
A A
VIV(—71,7") ‘/111(—71,7")
Sinh [kn%]
E, = "
Cosh [knf]
Por simetria en las regiones tenemos que:
An:]na_Bn:Hn7_Cn:Gna_Dn:Fn

por lo tanto



3q+A1> [

I, = Byekn(42t —

De esta manera reescribiremos los potenciales en términos de B,

Vi(z,r)=V1 + Z [Bnek”(Aﬁ%) [1—e™9] ek”zjo(knr)}
n=1

Vit Vo) | (Va— Vi Ay +3
e = (F57) ¢ (557) (257

- . A +3
+QZBn[Smh (k:n (Z+ Ay + = 5 g))]Jo(knr)

n=1

> Si h 2 A+ A
Vir(z,r) = VQ—QZB SZ?nh 2)}}Smh [/{:n (Z—l—g—i— 1; 2)} Jo(knr)

Vot Va\ | (Vs— Vi A
e = (557« (557) (- 257)

> A
+QZBnSinh {k‘n (z + 1; g)] Jo(knr)

n=1

5l
Cosh Tk ni} Cosh [knz] Jo(knr)

Vs + Vi, V- Vi Ay +
Ve = (57 + (F57) (=257

Vir( %+Q§B
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Sinh [k,
Virr(z,7) = w+22}3zn j%&mm(z f%;&)%w)
7
Vi + V; VsV, 39+ A
vhﬂ%ﬂ:(425>+(594)G_Ar'g21)

~2% "B, Sinh [kn (z 4, *2‘ Al)] To(knr)

n=1

Vix(z,r) = Vs + 3 Buebn (2 5558) [1 - ghat] ooz gy (k,7)

n=1

5.2 Apéndice B: Calculo de la densidad de energia total del sistema

de cinco lentes

El coeficiente B,, lo determinamos aplicando el principio variacional aw =0, donde W es la

densidad de energia del campo eléctrico, la cual es dada por:

W:%/Wm

W:%/Wm

Determinando las derivadas parciales en la expresion anterior:
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PARA EL 1 ER POTENCIAL "TENEMOS QUE"

3g+A4A1
2

ar‘/] = - Z Bnknekn(A2+ ) [1 — ek"g] ek"zJ1(k‘n7")

e}

0:Vi = 3 [ Bukne (50 [1— 0] | €02y ()

n=1

PARA EL 2 DO POTENCIAL "TENEMOS QUE

> A
0,Vir = =2 Buk,Sinh {kn (z + Ay + 59 ; 1)] Ji(knr)

n=1

Vo — V, = A
0.Vir = ( 2 ; 1) +2) " B,k,Cosh [k:n (z+A2+ 39; 1)] Jo(knr)
n=1

PARA EL 3 ER POTENCIAL "TENEMOS QUE"

> S mh

0, Virr = —22 Sm—()]]Smh [kn (2 B : Ag)} .

>, Sinh [k
. Virr = +QZB ‘;n - k (A)}] Cosh |:]€n (z+g + A ;— AQ)} Jo(knr)

PARA EL 4 TO POTENCIAL "TENEMOS QUE"

> A
0.Viv =2 Buk,Sinh {kn (z + - ; J )} Ji (k)

n=1

Vs — Vi . A
0, Viy = ( 3 J 2) — QZBnk:ncosh [kn (z + 1;9)] Jo(knr)
n=1

PARA EL 5 TO POTENCIAL "TENEMOS QUE"

Sinh [l{: 2}
Cosh [k;nA—}

2

arv\/ =2 Z B ky, Cosh [l{?nZ] J1<k'n7’)
n=1
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Sinh [kng} ,
C'Ogh—[k;nA—l}SIlnh [an] Jg(knr)

2

0. Vy = -2 i Bk,
n=1

INTEGRALES

PARA 1 ER POTENCIAL

a2 2
ovr\ , ovr\ ,
/ /{(87") +(82) }rdrdz
iy 0

2 e}
w, =2 > Blky [1— "9 2 [etnd — hnGot 22l (1) 4 T3 (K,)]

D* &
Wy = == S Bk {Sinh [kag] (J(K0) + J3(K)) + gk (J2(K) = J3(K,)}
n=1
Vo= Vi\ o= B o, g D? (Vo — V1)
+4D ( ) ; " Sinh [kn§] Ji(Kn) + T

PARA 3 ER POTENCIAL

Dzi 2 Sinh? [k:ng]

n nm{smh [Asky] (JE(I) + J3(Ky))

+ Agky (J3(K) — JE(K,)) }
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PARA 4 TO POTENCIAL

[ () (5) o

A
_g_il

2( 3 2)2 ’ 2
Wy = —L—ii+—L§ B2k,

n=1

{gkn ((J1(Kn) = J3(K))) + Sinh [kng] (J7 (Kn) + J5(Kn)) }

4D ( ) Z —Smh [ } T (K)

PARA 5 TO POTENCIAL

Gy (o

DN, Sinh? [kn8]
W= ; Bbon st [k 2]

{Sinh [k, A1) (JP(Kn) + J3(K,)) + kp Ay (J3(K,) — JF(K)) )

Definimos variables adimensionales

Ahora:
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DS B, 1 - 9 [ i)

W, = g(‘/? (_; Vi)° T+ g g B2K, {Sinh 2K, G] (f;}) + 2K.G (f,)}
+ﬂ(% W)X}ﬁShW@L()

o0

)
DZB2K Sinh?* | K, G]

W= g 2 B, A

n=1

{Sinhh 2K, AL (£) — 2K, A, (£)}

D(V:),—V2 2 g
Wi= g ZB

{2K,G (f,) + Sinh [2K,G] (£)}

Vs —Va\ w= B, .
_QD( - );ESmh[KnG] T(K,)

D&, . Sink?[K,G]
= 1 2 B o i A

{Sinh 2K, A (£5) = 2K, A, (£7)}

con

Fl,n = Kn |:1 — €2KnG:| ? [672KHG — eQKn(3G+A,1+2A/2_2L,):| f’r;r
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o = K, {Sinh [2K,G] (£1) +2K.G (f,)}

1 ..
F3,n = Fns’”lh [KnG] Jl(

Sinh? (K,

Fan = Kn " Sinh?[K, A)]

{Smh 2K, A5 (fT) -

Ky)

2K, 4% (f,)}

[5. =K, {2K,G (f,) + Sinh [2K,G] (f;)}

1

n

Sinh? [2K,G]

r n— Dn 5 7577 A7
" Cosh? [K, A]]

{Sinh 2K, A% (f,})

Reescribiendo los potenciales tenemos que:

= % i BT,
n=1

K,)

— 2K, 4, (f,)}

4 n
n=1
D(Vs—V,)> D
W, = — ZN'B
178 G +2;”
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Vi =1\ —
—2D( - )ZBHFM

n=1

= % i BTy,
n=1

5.3 Apéndice C: Calculo del coeficiente B, y potenciales finales en

término de las variables adimensionales

W = 2mey (W + Wa + Wy + Wy + W)

=Wy + Wa + W+ W, + W

2meq

D(Vha—-V)* D&
==Y Bly,+————" +—= Y BTy,
27‘[’60 Z ! G * 2 ; -2

V=) o D\~ pop, D(Va— Vo)’
2D By, +— BTy, +—~—2_ "2
+ ( e ); 5, +4n2::1 it

+§ > BXI's,—2D (Vi” 5 ‘/2) S Bl + %Z BT,

oW =0
)

Minimizando la energia respecto aB,, 75~
n

1 oW _D 2D &
Sre 3B, ZBF1n+ZBDF2n E;PMWQ—VI)

%—é;jiilgnr4m +’§§3*Bnl)r5mf_ jz:]iﬁn L% _'Lé ji:‘B P7n =0
n=1 n=1

Por lo que B,.
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8 [(FB,n (‘/2 - ‘/1) - FG,n (VE% - ‘/2))]
GI1,+409, + 2Ty, + 405, + 217,

B,=—

Entonces finalmete los potenciales en cada una de las nueve regiones estan dados por:

’
3G+A7

B eZKn(Alg'i‘ 2 ) [1 _ eanG} e ? Jo(K,R)

Vi + Vi Vo —V, , 3G+ A
i () (555 1+ £5)

3G + Ag)} To(KuR)

+2 Z B, Sinh [QKn (Z + Ay +

n=1

< Sinh[K,G Al 4 AL
Vii(Z,R) = 1/'2—223 SZ:h - A,]]S'nh [2Kn (Z+G+%>]JO(KHR)

Vo + V- Vi — Vs A+ G
VIV(Z>R):( 2—; 3)+( 3G 2) <Z+ 1; )

o A/
+2) " B,Sinh {2}(” (Z I G)] Jo(K,R)

2

n=1

= Sinh | K,G]
Wl %’+QZB "Cosh|[K,A}]

Va+V, Vi — Vs A+ G
VVI(Z,R):<—32 4>+( 4G 3) (Z— 12 )

~2%" B,Sinh [an (Z _4 ; G)} Jo(KnR)

n=1

2 Cosh 2K, 2] Jo(K,R)
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* Sinh|[K,G Al Al
Vvrr(Z,R) = VMJE??#%KA&%MPK«Z—G—lg ﬁ}mmﬂ)

Vs +V, Vs -V, . 3G+ A
Vot = (B2 )+ (B57) (24 - 555
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