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Resumen

En este trabajo se consider6 un punto cuantico de dos niveles dentro de una cavidad con un
medio no lineal tipo kerr y un solo modo del campo electromagnético cuantizado. Se construyé
la ecuacion maestra considerando procesos disipativos, el término no lineal Kerr y se solucion6
numéricamente para el estado estacionario teniendo en cuenta la temperatura. A partir de estos
resultados se analizé la influencia que tiene el medio no lineal en la evolucién temporal del naimero
medio de fotones, la inversion de poblacién, el espectro de fotoluminiscencia y se determinaron
las caracteristicas cuanticas-clasicas del estado de la luz mediante el calculo de las funciones de
coherencia de fotones de segundo orden .

1 Palabras claves: 6ptica no lineal, punto cuantico (QD), cavidad, fotoluminiscencia (PL), ecuacién maestra,
funciones de correlacién, medio Kerr, estados cuanticos de luz.



Abstract

In this work, a two-level quantum dot inside of a cavity with a non-linear Kerr-type medium
and a single mode of the electromagnetic field quantized was considered. The master equation
was constructed taking into account dissipative processes, with the non-linear Kerr term, and
it was numerically solved for the stationary state, taking into account the temperature. On the
basis of these results, observable aspects of the state of the light were calculated, such as the
average number of photons and the spectrum of photoluminescence, and the quantum-classical
characteristics of the state of the light were determined by means of the calculation of the
coherence functions of the second-order photons.
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Capitulo 1

Introducciéon

El problema mas simple de acoplamiento radiacién-materia es la interaccién de un sélo &tomo
de dos niveles con un tinico modo del campo electromagnético cuantizado. El modelo de Jaynes-
Cummings (MJC) es uno de los pocos modelos cudnticos exactamente solubles; este modelo
ha atraido la atenciéon por més de 20 anos y ha servido como un campo de pruebas para las
teorias fundamentales de la interaccion radiacién-materia [1, 2]. Este modelo es generalizado en
muchas direcciones, ya que predice muchos efectos cuanticos novedosos que pueden ser verificados
por las tecnologias experimentales de la fisica moderna [3, 4, 5]. La introduccion del medio
Kerr en el Hamiltoniano del sistema crea efectos no lineales. Una de las muchas aplicaciones
de estos efectos no lineales es producir estados entrelazados, que se aplican ampliamente en
informacion y comunicacion cuantica [6, 7, 8, 9, 10]. Amitabh Joshi and R. R. Puri [11] estudiaron
el efecto de un medio Kerr en los fenémenos de colapso y reavivamiento para un sistema de
dos niveles. De igual forma Vladimir Buzek et.al [12], estudiaron los fenémenos anteriores y
adicionalmente describieron las propiedades de compresion del campo de la cavidad y la evolucion
temporal del niimero promedio de fotones. O. de los Santos Sanchez E. et.al [13], analizaron dos
atomos idénticos de dos niveles que permiten interacciones similares como Ising y dipolo-dipolo
entre ellos; incorporando una interacciéon general dependiente de la intensidad entre los sistemas
atomicos y el campo de la cavidad. Se dice que el modelo es no lineal en el sentido de que puede
incorporar una interaccién general dependiente de la intensidad entre el sistema atémico y el
campo de la cavidad y/o la presencia de un medio no lineal dentro de la cavidad. Como ejemplo,
consideran un tipo particular de acoplamiento de campo-atomo basado en el llamado modelo
Buck-Sukumar y una cavidad de tipo Kerr sin pérdida. Describen los posibles efectos de tales
caracteristicas en la evolucién de algunas cantidades de interés actual, tales como la excitacion
atomica, la pureza, la concurrencia, la entropia del campo y la evolucién de este ultimo en el
espacio de fase. Wei Wei et.al [14], investigaron el papel que juega el término no lineal en la
modulacion y preparacion de estados cuénticos, proponiendo éste como un parametro controlable
en las investigaciones experimentales de este campo. Edgar A. Gémez et. al [15], plantearon un
modelo tedrico para un sistema disipativo de punto cuéantico-cavidad que interactian a través
de una interaccién 6ptica no lineal. El formalismo de la ecuacion maestra en la forma Lindblad
es considerado para estudiar la dindmica del sistema en los regimenes de acoplamiento débil y
fuerte, respectivamente. El espectro de fotoluminiscencia del sistema en el limite estacionario es
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calculado en forma exacta, y muestran el efecto de la interaccién 6ptica no lineal explicitamente
sobre este. Adicionalmente, estudian la relacion entre los términos de interaccion luz-materia
(Jaynes-Cummings) e interaccion optica no lineal (medio Kerr) por medio del ntimero medio
de fotones. Juan S. Rojas-Arias et.al [16], obtienen una expresion numérica para calcular el
espectro de emision de un sistema cavidad-punto cuantico usando una teoria de campo medio
en el formalismo de la matriz densidad. El sistema modelado es un micropilar semiconductor que
contiene un Unico punto cuéntico en el interior de la cavidad, este sistema presenta pérdida de
fotones a través de los espejos de la cavidad y bombeo de excitones al punto cuantico. Obtienen
una ecuacion maestra de campo medio no lineal que les permite calcular el espectro de emision.
E. del Valle et.al [17], estudiaron las correlaciones entre N fotones usando la teorfa de frecuencia
filtrada y tiempo resuelto. Los autores presentaron una teoria para calcular de manera eficiente
las correlaciones entre un ntimero arbitrario de fotones de frecuencias dadas y retardos de tiempo.
Por otra parte, investigaron la emisién de estados desde el punto de vista de las correlaciones de
dos fotones resuelto en frecuencia. Esto lo derivaron de un filtrado espectral, que se puede lograr
mediante el uso de una cavidad o mediante la colocacién de una serie de filtros de interferencia
antes de los detectores. También estudiaron los llamados “procesos de salto” donde el sistema
experimenta una transicion directa de dos fotones [18].

El objetivo de nuestro trabajo es estudiar el estado cuéntico de la luz en un sistema Jaynes-
Cummings no lineal y disipativo usando funciones de coherencia de segundo orden. Para calcular
estas funciones de coherencia de segundo orden es necesario el calculo de la funcion de correlacion
de primer y segundo orden.

El trabajo esta organizado en capitulos, de la siguiente manera:

En los dos primeros capitulos se presenta una descripcion de los conceptos y modelos teodricos
utilizados en nuestro estudio. Se describe el modelo de Jaynes-Cummnigs (MJC) con y sin
medio kerr, se muestran los aspectos mas relevantes del calculo de los valores propios de energia
y sus correspondientes estados propios (estados vestidos). En el tercer capitulo se presentan
las definiciones generales para el calculo de la funciones de correlacion de primer y segundo
orden en la imagen de Heisenberg. Luego se soluciona analiticamente el sistema sin disipacién
por el método de las funciones de estado. Para el célculo de las funciones de correlacion de
primer y segundo orden excitonica y foténica consideramos los estados vestidos y el operador
evoluciéon. Ademés se define el espectro de fotoluminiscencia para los dos casos mencionados
anteriormente. En el cuarto capitulo se presentan los resultados y discusiéon de los calculos
realizados. Los aportes de este trabajo en la parte analitica se muestran en el capitulo 3, donde
se calculan la funciones de correlacion de primer y segundo orden foténica por el método de
las funciones de estado. Los aportes numéricos se muestran en el capitulo 4 donde se muestran
algunos gréaficos como ntumero promedio de fotones, espectro de fotoluminiscencia foténico y
funcién de coherencia de segundo orden para el MJC con y sin medio kerr.



Capitulo 2

Electrodinamica Cuantica de
Cavidades

2.1. Modelo de Jaynes-Cummings (MJC)

2.1.1. Descripcion del MJC y Hamiltoniano

El modelo de Jaynes-Cummings considera un sistema de dos niveles con frecuencia de tran-
sicion wq dentro de una cavidad de frecuencia de resonancia w, como se muestra en la Figura
2.1.

Los estados del campo electromagnético son estados de Fock, ‘n> La interacciéon luz-materia
se considera en la aproximacion dipolar y se aplica la aproximacion de la onda que rota (RWA).
La interaccién del sistema de dos niveles con un solo modo de cavidad esta descrita por el
operador Hamiltoniano Jaynes-Cummings, H ;¢ [11, 19]:

. 1
Hje = 5hwod: + hwa'a + hg (61a+a'6_) (2.1)

donde el primer término del Hamiltoniano H ;¢ esta asociado al QD libre, el segundo término
hace referencia al modo cuantizado de la cavidad y el tercero a la interaccién del QD con el
modo cuantizado de la cavidad, 6., 6+, 6_ son los operadores de transicion atémica de espin
de Pauli, estos obedecen la relacion de anticonmutacién fermionica [6_,64] = 1, @ y a' son
los operadores creaciéon y aniquilacién del modo de luz, los cuales satisfacen la relacion de
conmutacién bosonica [d, &T} =1, wp y w son las frecuencias del QD y del modo de la cavidad
respectivamente y g es la constante de acoplamiento. Se ha tomado como referencia de energia
del campo electromagnético, la energia de punto cero, %hw.
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flew
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Figura 2.1: Representacion esquematica del sistema QD-cavidad. Se considera el QD como un
sistema de dos niveles con estados ’ g> y ‘e> y un solo modo del campo electromagnético cuan-
tizado , donde & es la taza a la cual escapan fotones a través de los espejos de la cavidad y v es
la taza de decaimiento debido a la emisién espontanea del QD.

2.1.2. Solucion del modelo

Calculo de los valores propios y vectores propios del modelo de
Jaynes-Cummings
El operador Hamiltoniano Jaynes Cummings viene dado por :
Hyc =Ha+ Hp + Hap, (2.2)
donde:

~ 1 ~ ~
Hy = §hw0&z; Hp = hwa'a; Hap = hg (64a+a'6_) . (2.3)

Consideremos un QD inicialmente en el estado |e> y el estado del campo en |n>7 siel QD
decae y emite un foton el estado final constara de un QD en } g> y el campo estara en un estado
|n + 1> , la transicién

1= g,n+1) (2.4)
representa un proceso de emision.
Después de resolver la ecuacion Schrodinger independiente del tiempo los respectivos valores

para la energia son:

e,n); ’F>:

1\ 1
Ef = hw (n + 2) LN (2.5)

Qra =4¢% (n+1) + A%, (2:6)

donde Q, A es la frecuencia de Rabi.
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Figura 2.2: Representacion esquematica del sistema QD-microcavidad en un medio kerr. Se
considera el QD como un sistema de dos niveles con estados | g> y }e) y un solo modo cuantizado
del campo electromagnético.

Los vectores propios asociado con los valores de energia E, y E, respectivamente son:

| = cosby|n,e) + senbp|n+1,g) . (2.7)

|z/1,:> = —senb,

Los estados propios de H ;¢ son los estados vestidos dados por (2.7) y (2.8) donde se cumple
que:

n,e) + coan’n +1,9) . (2.8)

~ 1
HJC|0ag> = *§M0|O,g>

2 1 1

2.2. MJC con un medio Kerr

2.2.1. Hamiltoniano del MJC con medio Kerr

El modelo bajo consideracion consta de un solo QD de dos niveles en un campo electromag-
nético cuantizado de un solo modo rodeado por un medio Kerr, que es un material que tiene un
comportamiento no lineal. El Hamiltoniano que describe este sistema viene dado por:

. 1
Hy = §hwo<}z +hwa'a + hg (6a+a'6-) +xat?a®, (2.9)

donde x da cuenta de la dispersion de la no linealidad del medio Kerr (ver figura 2.2). El medio
de Kerr se describe considerando a la cavidad como dos atomos de Rydberg, uno de ellos se
comporta como un atomo de dos niveles que realiza una transicion de dos fotones y el otro como
un oscilador anarmonico de frecuencia wy.



CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA DE CAVIDADES 6

2.2.2. Solucion del modelo

Calculo de los valores propios y vectores propios del modelo de Jaynes-Cummings
con un Medio Kerr

El Hamiltoniano Jaynes Cummings con un medio Kerr viene descrito por la ec. (2.19) se
puede reescribir de la forma:

Hg :HA+HF+ﬁAF+er7-7'a (2.10)
donde:

1 . N .
Hy = Shwoo; Hp = hwa'a; Hap =hg (64a+a'6_) ;Hy,,, =xat?a®. (2.11)

Ahora debemos solucionar la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para el
modelo Jaynes-Cummings con medio kerr, para ello consideremos el Hamiltoniano libre H, ,
el Hamiltoniano de interaccion H4p y el Hamiltoniano asociado con el medio kerr , de igual
manera se propone una funciéon de estado ’1/)> :

Hi = Hy+ Hap + Hyerr;  |00)=Cr|I)+Cp|F); Hoy=Ha+ Hp,

Hi|y) = E|¢)

Después de resolver la ecuacion Schrodinger independiente del tiempo los respectivos valores
para la energfa son ( Ver Apendice A) :

1 1
Ejf = hw (n + 2) +n2\? £ §hQnA ,

2 A ’
O = 5 ~ X +49(n+1) , (2.12)

donde 2, A representa la frecuencia generalizada de Rabi , las frecuencias de Rabi determinan la
mayoria de las propiedades interesantes del modelo, como ocurre en el caso lineal. Por lo tanto,
podemos decir que la no linealidad juega el papel de un nuevo nivel dependiente del detuning.
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Funciones de Correlaciéon y Espectro
de Fotoluminiscencia

3.1. Funciones de correlaciéon y coherencia de primer orden

3.1.1. Funcién de Correlacion de Primer Orden

El calculo de la funcién de correlacion de primer orden nos permite encontrar el espectro de
fotoluminiscencia exciténico y foténico.

La expresion general para el calculo de la funcion de correlacion de primer orden en la imagen
de Heisenberg esta dada por [18]:

GO (21, 20) = tr {ﬁE(+) (z1) EO (a;g)} (3.1)

donde:
o hwy, iE T
E®) (2) = E® (7, t) =i 2€0Va?>\e k tery
—
kX
~ ~ hw T =
(=) — &) (7o) = s k ot =ik
E (.’L'Q) =F (Tg,t) = ZZ Qeovaﬁke 7"26?)\

donde EM™) es la componente del campo asociada al operador aniquilacién responsable de la
absorcion de fotones, E(7) es la componente del campo asociada al operador creacién,?l,g son
los vectores de posicion de las ondas 1 y 2 respectivamente, € es la permitividad del vacio, V
es un volumen de la cavidad y é4, es un vector de polarizacion unitario con vector de onda &,
estado de polarizaciéon A y frecuencia wy.
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La funcién de coherencia cuantica de primer orden normalizada es:

G(l) (:L‘l, {EQ)

9(1) (w1,22) = ) (3.2)
\/[G(l) (z1,21) GO (22, 33)]
para el cual
0<gW (z,22) <1,
donde se pueden distinguir tres tipos de coherencia:
‘g(l) (1'171'2)‘ =1 Coherencia completa |,
0< ‘g(l) (1‘1,332)’ <1 Coherencia parcial |, (3.3)

‘g(l) (m,m)‘ =0 Incoherente .

Ejemplo: Modelo de Jaynes-Cummings

Para el calculo de las funciones de correlacion de primer orden exciténica y foténica consi-
deremos los estados vestidos dados por las ecuaciones (2.7) y (2.8):

|7/):> = 0089n|n, e> + Sen9n|n + 1,g>, ‘w;> = —senb,

n, e> + cos@n‘n + 1,g> ,

o también:

n, e> = c089n|w;{> — sen9n|¢;>, |n + 1,g> = senﬁn|¢;> + 0089n|w;> .
La evolucion de los estados puede expresarse como [20-21]:

—iHt
e h

n,e) = Ape(t)

n,e) + Bne(t)‘n +1,9),

e%ﬁt |n + 1,g> = An+1,g(t)|n + 1,g> + Bn+17g(t)|n, e> ,
donde:

_igt

b —iEt
Ape(t) = e 7 cosh? +e 7 senb? | (3.4)

—iEt —iE~

Any14(t) =e A senf? +e : cosb? (3.5)
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—iBE_t

—iBf a
Bpe(t) = Bpyi1,4(t) = (e R o—e ) senf,cosb,, (3.6)

iBgt
Aog(t) =e 2h Bog(t) =0.
Los resultados anteriores se demuestran en el apendice B.
La funcién de correlacion exciténica a primer orden para el modelo de Jaynes-Cummings
asumiendo que el QD esta en el estado excitado y el campo en un estado arbitrario caracterizado
por la distribucién p,, viene dada por:

GO (t,r) = (64 (t+7)o- (1))
H(t47) | —iH(4T) i ﬂHc
= (Yole” 7 Gye 7 o o |vo)

= < 0 e‘H(tﬁH)o_FeﬂhTo eﬂth|wo>

2 3 i(t4T) —ifr —idt
= E Pm pn<m ele » o4e b o_e N

n, e>

= me o <m ele ]H(;+T)a+e s (Ane(t)|n, €) + Bre(t)|n+1,9))
iF(t+7) —ifdT

= mepn<m ele
= pr,?p?l(m,e e

m,n

g U-‘re SR (Ane(t)a > + Bne ‘n +1 g>)

PH(t4T) —ifAr
mobye h Ape(t)|n, g)

iF(t47)

= Zpﬁpé(m,de A Gy Ape(t) (Ang(T)|n,g>—|—Bng(7)|n,e>)

= S pripi(m,ele Je)

m,n

= S piind (A (t+ 7Y (mye|+ Bl b+ 7){m + 1, g]) (Ane(t) Ang (7)1, €))

iH(t+7)

R Ape (t)Any (T)

= prepE (Afo(t+7)

m,n

= an pm et T)0m nAne(t)Ang(T)

1€)Ane(t) Ang(7) + Bje Ane(t) Ang (t + 7)(9,

= an pn t+7—>A (t)Ang(T)

= an ne t+T A’ne(t)Ang(T) .

Los coeficientes A estan dados por las ecuaciones (3.4) y (3.5). Si inicialmente el campo esta
en estado Fock {n>, entonces:
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G(t,7) = Ape(t +7) Ane (1) Ang (T)

La funcién de correlaciéon fotonica a primer orden para el modelo de Jaynes-Cummings
asumiendo el QD en el estado excitado y el campo en un estado arbitrario caracterizado por la
distribucién p,, viene dada por:

lelSy (t,7) = <dT (t+7)al(t )>

= <1/)0|e H(tr:r-r) —iﬁ(ﬁwf) e@ _ Ht |w0>
— (e ate ™ 4o T o)
= me iy <m e|e H(trjﬂ TeﬂrIL{T Aefrihm ’ >

m,n

= prn%pé (m, 6|eiH(th+T) a
= ijn%pé H(;L+T) (l—"_eilrlLLIT ( ne(t)&|n, €> + Bne(t)d|n + 1vg>)
m,n
— me P2 <m e|e i) ale =i (Ane(t)\/ﬁ}n -1, e> + Bhe(t)Vn+ 1|n, g>)
m,n

1 1
= Y puipi(m,e

m,n

+Apg(T)Bre(t)Vn + 1|n, g> + Bpg(T)Bre(t)Vn + 1
= S piEpk (meele ™ T (Anor.o(T) Anc (V. €)

m,n

+Bp1,e(T)Ane(t)Vnvn +1|n+1,g)
Ay (T)Bre(t)Vn + 1Vn + 1|n +1,9)
+By (7 )B ( )(n+1)|n,g))

= me P (A% (t+ 1) )

(AnfLe(T) ne \/’E\/’E|TL, €> + anl,e(T)A’rw(t)\/ﬁV n+ 1|TL + 1ag>
+ A5y (T)Bre(t)Vn + 1vVn + 1|n + 1,g> + Bg(T)Bre(t)(n+ 1) n,g))

e (Ape(t) |1, €) + Bue()n+1,9))

iH(t+7)

ek dT(Anil)e(q—)Ane(t)\/ﬁ‘n—1,@>+Bn,1’e(T)Ane(t) n

n,9))

9)

me(t+7)(
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G (t,7) = Zp:n P (A* (t+ T)Anfl,e(T)Ane(t)n<m’ e|n, e>

+B e (t +7)Bro1,e(7) Ane(t)V/n(n + 1)<m + 1,g|n + 1»g>)
+B;, (t 4+ T)Ang(T)Bpe(t)(n + 1)<m +1, g|n +1, g>
+B:;w(t+7) o(T)Bne(t)(n + 1)(m +1,g[n +1,9)

— pm D3 (A* (t+7)Ap—1,e(T)Ane(t)ndpmn

+B,.(t+7)Bp1.0(7) Ape )/ n(n + 1) i1m41
+Be(t+7) Ang (7) Bre (1)
+B},.(t + T)Byg(T)Bre(t)
= an( ne t"‘T)
+B:Le (t + T)‘anl,e(T)An (t) n(n + 1)
T

Bt 4 T) Ang(T) Bre(t)(n + 1)
+B;,o(t + 7)Bug(7) Bue(t)(n + 1)) . (3.8)

T

(

T ( ) m+1,n+1
( ) m+1,n+1
)Ane(t)n

n—1 e(T

Los coeficientes A y B estan dados por las ecuaciones (3.4) , (3.5) y (3.6). Si inicialmente el
campo esta en estado Fock ’n>, entonces:

G (t,7) = AL (t+T)Ap_1.o(T) Ape(t)n 4 Blo(t 4+ 7)Bp_1.o(T) Ape(t)y/n(n + 1)

ne

+B (t+ T)Bpg(T)Bre(t)(n + 1) .

3.2. Funciones de correlacién y coherencia de segundo or-
den

El céalculo de la funcién de correlacion de segundo orden nos permite encontrar la funcion de
coherencia de segundo orden. La expresion general para el calculo de la funcién de correlacion
de segundo orden esté dada por [22- 23]:

G® (x1,22,x2,21) = tr {ﬁE(_) (21) EO) (22) E®) (22) E®) (ml)} , (3.9)

donde el orden normal de los operadores del campo debe preservarse.
Se define la funcién de coherencia cuéntica de segundo orden como:

G (21, 29,72 71)
G(l) (fEl,.’ﬂl) G(l) (1'2,1'2) ’

donde g(z) (1, x2,72,x1) es la probabilidad conjunta de la deteccion de un foton en 7)1 en un
tiempo t; y un segundo fotén en 72 en un tiempo ts.

g(2) (w1, 22,20,21) = (3.10)
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En una posicion fija, ¢®solo depende de la diferencia de tiempo 7 =ty — t1:

(B (1) B (t47) B (¢ 47) B (1))
9@ (1) =+~ - - - , (3.11)
(B (1) B (6)) (B (¢ +7) BD (£ +7))

que se interpreta como la probabilidad condicional de que si se detecta un foton en t también
se detectara otro en t + 7.

Es posible clasificar la luz de acuerdo con las propiedades de la funcién de coherencia de
segundo orden. La clasificacion es la siguiente:

= Luz agrupada: g® (1) < ¢® (0)
= Luz coherente: ¢(? (1) =1
= Luz antiagrupada: ¢ (1) > ¢(® (0)

Ademas, las estadisticas de fotones de la luz pueden clasificarse como super-sub-poissoniana
(9@ (0) > 1), poissoniana(g® (0) = 1), o sub-poissoniana (g (0) < 1). Los casos de luz agru-
pada y coherente tienen analogos clésicos, pero no hay una situacién clasica en la que se pueda
obtener ¢g(? (0) < 1y ¢ (7) > ¢® (0). Las estadisticas de fotones sub-poissonianos y el anti-
agrupamiento de fotones son, por tanto, fenémenos tinicamente cuanticos.

La luz coherente, como en el caso clésico, tiene g(? (1) = 1 para todo 7. La luz coherente
tiene la estadistica poissoniana del fotén, con los intervalos al azar entre los fotones. Luz agru-
pada, como su nombre indica, consiste en una corriente de fotones con los fotones agrupados en
conjunto. Esto significa que hay una mayor probabilidad de detectar dos fotones con un intervalo
corto entre ellos que con un intervalo largo. La luz térmica satisface este caso. En el caso de luz
antiagrupada, los fotones en la corriente estan mas equidistantes que en el caso de luz coherente.
Los fotones en una corriente de luz antiagrupada no tienen un espaciamiento aleatorio. La luz
antiagrupada no tiene anélogo clasico. Ademés, una corriente de fotones antiagrupada también
puede exhibir potencialmente las estadisticas del foton sub-poissoniano. Las estadisticas de foto-
nes sub-poissoniano y fotones antiagrupados son fenémenos no cléasicos; Pueden potencialmente
ocurrir juntos, pero cada uno puede ocurrir en la ausencia del otro.
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X A
——|e - - [1h
— g
S
Yy Y Y

D: > - cc
D

Figura 3.1: Esquema experimental para la mediciéon de la funcién de correlacion de segundo
orden en un medio no lineal tipo Kerr. Se considera el QD como sistema de dos niveles con un
solo modo del campo electromagnético cuantizado. Un rayo de luz entrando desde la izquierda
se divide en dos partes iguales por un divisor de haz. La salida del detector D; procede a un
contador de coincidencias CC; la salida del detector Dy es retrasada por el retardo de tiempo
variable TD y luego procede al contador de coincidencias.

3.2.1. Funcién de Correlaciéon de segundo Orden de un Qubit

La funcién de correlacion excitonica a segundo orden para el modelo de Jaynes-Cummings
asumiendo el QD en el estado excitado y el campo en un estado arbitrario caracterizado por la
distribucion p,, viene dada por [20-21]:
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G (1) = (6.()64(t+T)6_(t+T)6_ (1))
iHt —ift iH(t4T) —iH(t+7) A7) | —if(t+T)  ifie ﬂHt
= <w0’eh‘7+ehe FoGie” hoe ko g_e hooeho_e b i)
= (ol ore oo e R 0 fun)

iflr —ifT —ift

= me pi{mele’™ s e W5 6 e 6 e h" |n,e)

ifr —ifAT

= me§p7§z<mve|ei%é—+e " 6+676T67 (Ane(t)|nae> +Bne(t)|n+ 1vg>)

= Z pm pn
ifT . Lﬁr

= me§p3<m e|eiHTt[7+e moyo_e h Ape( }n g>

& 646_€e h (A |n e>—|—Bne ’n—i—l g>)

- me Pz ( (mye|+Br. (1) (m+1|,g) 6465, 6 e (Ane(t)|n, g))
= mZme DA Ao (1) A (t) (m, gle F 61677 |n, g)
= me piA ne(t) (Apg (T)(m, g|+ By (T)(m —1,¢|) 646
( }n g>+Bng m)|n—1¢))
= me piA ne(t) (Bl (T)(m — 1,9|) 6_ (Ang(7)|n, g)+Brg(r)|n — 1,¢€))
= me piA ne(t) (Bine(T){m — 1,¢|) (Ang () |10, )+ Bug(r)|n — 1,¢))
= me piA ne(t) (Ang (1) Bjh o (T)(m — 1,€|n, g)+Bug (T) By (1) (m — 1,e|n — 1,¢))
= me piA ne(t) (Bug(T)Bryg (T)0m—1,n-1)

= an 5 e () Ape(t) Brg (1) By (T)
= ) pn [ Ane®))? [Bug (1) . (3.12)

Los coeficientes A y B estan dados por las ecuaciones (3.4) , (3.5) y (3.6). Si inicialmente el
campo esta en estado Fock ]n>, entonces:

G(z) (t,T) - |Ane(t)|2 |B”9(T)|2
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3.2.2. Funcién de Correlaciéon de segundo Orden del Campo Electro-
magnético
La funcion de correlacion fotonica a segundo orden para el modelo de Jaynes-Cummings

asumiendo el QD en el estado excitado y el campo en un estado arbitrario caracterizado por la
distribucién p,, viene dada por:

GP(t,r) = (Gr@Wa(t+r)at+r)a(t))
= <1/)ofeTa efff“eH(?T)éTe_H(;H)em(?ﬂ &e_iﬁ(htﬁ)e% 7Ht|1/)0>
- <¢O|e‘f‘7‘aTe‘ﬂ%aTae%§“A = [y )
= mepn<m e|e e alge  ge nt )
m,n
— stk oot (A0 ) + B0+ 1.5)
= me pn<m ele HTdTe”}LTé de%{h (Ane(t)d|n,e> +Bm(t)f1|n+ 1,g>)
= me pn m €’+B )< ) e a d637i7?76leﬂf7Ht

m,n

(4, f!n—l e>+Bne(t)\/m|n,g>)
= me pn me m, e’dT + B:;Le(t)<

R iHr 4, —iHT
aT)e 2 aTae 2

(A, f|n—1 ) + Bpe(t)Vn +1
= mepn \/%<m

m,n

n,9))

e (B)Vm + 1(m, g’) mala

—iHT

e n (A, f|n—1 €) + Bne(t)Vn + 1|n, g))
= me pn \/>(A:(n 1e(T)< -1 e|""B7n le(T)<m’g|)
+B:;16( )V m + (Ajn,g(T)<m g m,g(7)<m - 1?6 ))’ﬁ’

(Ape(t)v/n (An_lve(r)’n -1, e> + Bn_l,e(7)|n, g>)
+Bpe(t)vVn+1 (Ang(T)|n,g> + Bn,g(T)|n — 1,e>))




CAPITULO 3. FUNCIONES DE CORRELACION Y ESPECTRO DE FOTOLUMINISCENCIA16

GP (t,7) = S phipa (A OV (AL, () (m

—&—B;‘;w(t)\/m—i—l(A:%g(Txm g m’g(7)<m— 1,e|))
(Ape(®)v/n ((n—1) Ap_1,e(7) ,€) +nBu_1.(7)|n, g))
+Bne(t)\/n + 1 (Ang(T)n|n, g) + Bng() (n — 1) |n = 1,€)))

m—1, e( )<m79|)

= me p" (1) Ay, 1 o(T)Ane(t)An—1.e(T)Vn/m (n — 1) (m ce)
+A:§w(t>A;; 1,6(T)Bne(t) Bng () v/mv/n +1 (n — 1) (m n—1e)
+A% (1) By, e(T)Ane(t)Bn—l,e(T)\/ﬁ\/ﬁn< , >
A5, (1) By 1 o (T) Bue () Ang (1)v/mv/n + In{m, g|n, g)
+Be ()AL, o (T) Ane(t) Bro1,e(T )fmn< >
B (1) B (7)Bue (1) Ang (1) + 1/ + n(m, g|n. g)
+B:ne(t)B:n,g(T)Ane(t)An—l,e(T)m\/m (n—1) <m -1, e’n -1, e>
+B;, () By, o(T)Bre(t) Bn g(T)Vm +1v/n+1(n—1) (m — 1,e|n — 1,¢))
= S P PR (A (D Ay o (7) Ane () Ay e (Vi (1= 1) St
+ AL ()AL, 1 o(T)Bre(t)Brg (T Wmyvn+1(n—1) <m— 1 e|n— 1 e> m—1,n—1
+ A5 (1) Br_1 o (T) Ane(t) Bro1,e(T)VnV/mndy,
A0 () By 1,6 (T) Bre () Ang (T)V/m/n + 1népn
4B () A o (7) Ane () Bu 1o (PN + T
B (D) By (T) Bue () Ang (P)Vim + 1V F T
£ B, (0B (1) Ane(t) Ay e (VMR 1 (0= 1) 81,001
4By (t)By, o (T)Bre(t)Bu g (T)Vm + 1Wn + 1 (n— 1) 6im—1,n-1)
= D pu(Ane ) [Aumre() 0 (0= 1) + A (A7 1 (1) Bue () Bug(7)/n (n+ 1)

(n—1) + [Ane(®)* | Bn-1.e(r )l2 n? + AL (1) By e(T)Bne(t)Ang( Jny/n(n+1)
+B:e(t)A:,g(T)An(’( n—1 P Jny/n(n+1) +[Bpe(t) ( )Ang(T)n (n+1)
+B:;e(t)B:7g(T)Ane<t)An—17€(T) n(n+1)(n—1)+ |Bne( )I |Brg(7)|* (n+1) (n — 1))

Los coeficientes A y B estan dados por las ecuaciones (3.4) , (3.5) y (3.6). Si inicialmente el
campo esté en estado Fock ’n>, entonces:
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GO (1) = A [An 1) n(n = 1) + A5 () A5y o (7) Bre(t) Bpg(7)
n(n+1) (n = 1)+ [Ape(®) [Buo1,e(T) 0® + A5 (8) By _1 o (7) Bue (t)
Ang(T)ny/n(n+1) + B (1) A;, ;(T)Ane(t) Bn1,e(T)ny/n (n+ 1)
| Bue(t)” Byy o (T) Ang (7)1 (n + 1) + By () A}, (7) Ane (£) Bn—1.(7)
ny/n (n+ 1) + | Bue(t)” By (1) Apg(T)n (n + 1)

3.2.3. Espectro de Fotoluminiscencia (PL)

El espectro de fotoluminiscencia, S (w), del sistema esta definido como el ntimero medio de
fotones con frecuencia w [24-26],

S (w) = (&' (w)a (w)) . (3.13)

Este es proporcional a la intensidad de fotones emitidos por la cavidad a esta frecuencia (la
emision directa del QD debido a procesos de recombinacion es descrita en forma similar por
(6 (w) 6 (w))). Sin embargo, es mas conveniente considerar el espectro normalizado

L. ~ ~ LwWT
S (w) = %tlirgoRe / <aT (t)a(t+7))e™dr (3.14)
0
O también
S (w) = 1 Re / et GW (¢, 1) dr (3.15)
™
0

donde G (¢,7) es una funcion de correlacion de dos tiempos, conocida como la funcién de
coherencia de primer orden. Para obtener el espectro S (w) es necesario calcular el promedio
de operadores evaluados en tiempos diferentes (a' (t)a (¢t + 7)) . Este calculo se puede realizar
a través del teorema de regresion cuantica o por el método de las funciones de estado [27].
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Resultados y Analisis

Este trabajo consiste en investigar la dindmica de un sistema de dos niveles con un medio
no lineal tipo kerr teniendo en cuenta la temperatura. Este sistema se solucioné analiticamente
sin disipacion para el modelo de Jaynes Cummings con medio kerr usando funciones de estado y
numéricamente con disipacién usando el formalismo de la ecuaciéon maestra. La ecuaciéon maestra
que se utilizo para el calculo numérico fue [27]:

. 1 ~
po= = [Hx,ﬁ] + g (1+m) (2apa’ —a'ap — pa'a)
(3
gﬁ (2a'pa — aa'p — paa’) + g (26_pby —646_p— poyo_)

La ecuacion maestra del operador densidad del sistema tiene en cuenta diferentes procesos:
emision coherente k, son las pérdidas de los fotones a través de la cavidad y emision espontanea
v del qubit.

Al cambiar los parametros libres en el modelo de nuestro sistema de estudio, k y -, se pueden
obtener dos regimenes diferentes de la dindmica: acoplamiento débil y acoplamiento fuerte entre
el modo cuantizado de la cavidad y el qubit. Las escalas de tiempo caracteristicas asociadas
con cada proceso son: 7, = %7 es la escala de tiempo de la interaccion, 7., = % es la escala de

tiempo de emisiéon espontanea y 7, = % es la escala de tiempo de emision coherente. Si g >> &,
los fotones se almacenan de manera eficiente en la cavidad un tiempo 7, >> 7,4, asi el campo
y la materia intercambian energia muchas veces antes de que el fotéon escape hacia el exterior.
Cuando se cumple se dice que esté en el régimen de acoplamiento fuerte. Si 7, << 74, se dice que
el sistema se encuentra en el régimen de acoplamiento débil y en este caso los fotones escapan
de la cavidad antes de que puedan ser absorbidos por el qubit. El régimen donde se realizaron
estos célculos fue el régimen de acoplamiento fuerte y para simplificar el problema asumimos
que la cavidad se encuentra en resonancia con el qubit, es decir, (wy = w).

A continuacion se muestran los resultados obtenidos de los calculos realizados: niimero pro-
medio de fotones, valor esperado (676) en funcion de ¢ , espectro de fotoluminiscencia foténico
y funcién de coherencia de segundo orden para el MJC con y sin medio kerr. Para el namero
promedio de fotones y el valor esperado <(}T&> en funcion de t se hizo el estudio con y sin disi-
pacion. Para el espectro de fotoluminiscencia fotonico y funcion de coherencia de segundo orden

18
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se hizo con disipacion, ya que se trabajo con estados estacionarios. La condicién inicial que se
consideré al momento de realizar los célculos fue ‘e, 1>. En los sistemas donde se consider6 la
disipacion las graficas se realizaron para ntimero medio de fotones en el reservorio ngy, = 0y
nin 7 0.

La Figura 4.1 corresponde a la grafica del nimero promedio de fotones y el valor esperado
(676) en funcion del tiempo sin disipacion para dos casos concretos. El primero corresponde
al caso donde el medio es lineal, es decir, MJC sin efecto kerr (xy = 0). El segundo caso es
incluyendo la parte no lineal (x # 0). De la figura se observa un comportamiento oscilatorio y
periddico para ambos casos. De estas cantidades fisicamente lo que esta sucediendo en el sistema
es que hay un foton en la cavidad y el QD esté en el estado excitado, al momento de que el
QD pasa al estado més bajo, la cavidad gana un fotéon quedando ésta con dos fotones y el QD
en el estado base y asi sucesivamente vuelve el QD absorbe un fotén y pasa al estado excitado.
Se puede observar que al agregar la parte del medio kerr para diferentes valores del parametro
X, la amplitud de las oscilaciones se reduce a medida que el valor de x se hace més grande, de
modo que la frecuencia de oscilacién aumenta.

En la Figuras 4.2 se puede observar la evoluciéon temporal del ntimero promedio de fotones,
para valores ng, = 0 (a), ngp = 1 (b), ngp, = 2 (¢) , vy ngp = 3 (d) y para diferentes valores de x . De
la grafica vemos un comportamiento oscilatorio de dicho parametro, el cual presenta pérdidas.
En cada grafica se puede observar que al aumentar y, la amplitud de las oscilaciones se reduce,
debido principalmente a la taza de pérdidas a través de la cavidad. También se puede observar
que las graficas 4.2(b), 4.2(c) y 4.2(d) convergen aproximadamente al valor del nimero térmico
de fotones, lo que significa que hay un intercambio de energia entre la cavidad y el reservorio
hasta alcanzar el equilibrio térmico.

En las Figuras 4.3 se puede observar el valor esperado de <&T&> en funcion de tiempo ¢
del MJC, para ny, = 0(a) , ng = 1(b), ngn = 2(c), y mn = 3(d) y para diferentes valores de x.
Se evidencia un comportamiento oscilatorio y con pérdidas, reduciendose la amplitud de las
oscilaciones a medida que el valor de x se hace mas grande. El decrecimiento de <?7T&> es
debido principalmente a la emision del QD. También se pueden observar oscilaciones de Rabi
que tienden amortiguarse o colapsar. Las figuras 4.3(b), 4.3(c) y 4.3(d) se interceptan en un
punto, debido a que la energia del QD trata de ponerse en equilibrio térmico con el ambiente.
En la figura 4.4 se muestran los maximos absolutos de la amplitud en funcion de y, para (a) <de>,
(b)<&T&> y con disipacioén para (a) ng, = 0, (b) ng, = 1,(c)ngy, = 2, (d)n, = 3. El comportamiento de
estas gréficas es aproximadamente lineal.
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Figura 4.1: Evolucién temporal del namero promedio de fotones y el valor esperado de <&T&>
sin disipacion, w, = w, = 1,0 X 27w, g = 0,05 X 27, ny, = 0, para diferentes valores de x.
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Figura 4.2: Evolucién temporal del nimero promedio de fotones con disipacién, w, = w, =
1,0 x 27, g = 0,05 x 27, kK = 0,08, v = 0,05, (a) ny, = 0, (b) ny, = 1, (¢) ngp, = 2, (d) ngp, = 3,
para diferentes valores de Y.
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Figura 4.3: Valor esperado de (676) en funcién de ¢ con disipacién w. = w
g = 0,05 x 27, k = 0,08, v = 0,05, (a) ny, = 0, (b) ny, = 1, (¢) ngp, = 2, (d)

diferentes valores de Y.
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Figura 4.4: Maximos absolutos de la amplitud en funcién de x, (a) (a'a) (b) (676) , con
disipacién w, = w, = 1,0 X 27w, g = 0,05 x 27, x = 0,08, v = 0,05.

En la Figura 4.5 se muestra el espectro de energia en funcién de la frecuencia para ny, = 0.
El espectro obtenido presenta dos maximos en frecuencia y es simétrico con respecto al valor
de la frecuencia de la cavidad. Vemos que no hay un cambio significativo a medida que el valor
de x aumenta. En la figura 4.6 se muestra el espectro de energia en funciéon de la frecuencia
para ng, = 1(a), nep, = 2(b) y ngn = 3(c). A la derecha se muestra una grafica ampliada de la
misma para poder ver mejor la figura. La introducciéon de la nolinealidad y el ny;, causa cambios
drasticos en el espectro. En las figuras 4.6(a), 4.6(b) y 4.6(c), para x = 0, el espectro sigue
siendo simétrico para el valor de la frecuencia de la cavidad, pero para x # 0 los espectros son
asimétricos. También se observa que el efecto de la temperatura para y = 0 lleva cambios en la
forma de la linea. Los picos se mueven uno hacia el otro tratando de fusionarse en un solo pico.
Se puede observar en la Figura 4.6 (a) que a medida que x se hace mas grande la amplitud de
las oscilaciones disminuye y se tratan de formar méas picos, sin embargo, en las Figuras 4.6(b) y
4.6(c) esos picos van desapareciendo a medida que el valor de n, aumenta.
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Figura 4.5: Espectro foténico en estado estacionario para el modelo Jaynes-Cummings con un
medio kerr w, = w, = 1,0 X 27, g = 0,05 x 27w, k = 0,08, v = 0,05, nyp, = 0, para diferentes

valores de x.
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Figura 4.6: Espectro fotonico en estado estacionario para el modelo Jaynes-Cummings con un
medio kerr w, = w, = 1,0 x 27, g = 0,05 x 27, K = 0,08, v = 0,05, (a) n, = 1,(b) np = 2, (¢)
nyp, = 3, para diferentes valores de y.
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Figura 4.7: Funcién de coherencia de segundo orden para el modelo Jaynes-Cummings con un
medio kerr w, = w, = 1,0 x 27, g = 0,05 x 27, k = 0,08, v = 0,05, (a) ny, =0, (b) ny, =1, (¢)
neg, = 2, (d) ng, = 3, para diferentes valores de x.
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En la Figura 4.7 se muestra la funcién de coherencia de segundo orden como funcién 7 para
(a)ng, = 0, D), = 1, (), = 2 y (d)ng, = 3 y para diferentes valores de . La funcion
g (1) mide la probabilidad de coincidencia de dos fotones que se detectan con una diferencia
de tiempo. Tipicamente esta funciéon de coherencia de segundo orden se utiliza para encontrar el
caracter estadistico de las fluctuaciones de la intensidad. Observamos que el minimo de g (1)
para (a) ng = 0, ocurre en 7 = 0 y es periddica cada 7 = 10 ps , sin embargo, el minimo de
g? (1) para (b)ny, = 1, (¢)ng, = 2, (d)ne, = 3, solo se da en 7 = 0. Ademas g (1) > ¢ (0)
para 7 > 0 para los cuatro casos dados anteriormente, indicando que la luz es antiagrupada. Por
otra parte, la estadistica de fotones de la luz la clasifican como poissoniana para todos los casos.
Observamos que los dos fendémenos vistos son netamente cuanticos, es decir, no hay analogo
clasico para este sistema en estudio. En cada grafica se puede observar que al agregar la parte
del medio kerr para diferentes y, la amplitud de las oscilaciones cambia a medida que el valor
de y aumenta. También se puede observar que a medida que ny, aumenta g (1) = 1 cuando
T — OQ.
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Conclusiones

En esta tesis se han presentado los resultados de una investigaciéon sobre la dinamica de
un sistema QED de cavidad donde un solo Qubit interactiia con un solo modo del campo
electromagnético cuantizado. Para la condicion inicial dada y el régimen considerado se encontré
el niumero medio de fotones y la inversiéon de poblacion del sistema Qubit-Cavidad. En el caso
donde no hay disipaciéon se pudo observar que el medio kerr conduce a la disminucién de la
amplitud de las oscilaciones. Para el caso disipativo, el fuerte acoplamiento genera oscilaciones
en el numero medio de fotones, debido a que los fotones pasan mayor tiempo en la cavidad antes
de escaparse de ella.

Analizamos analiticamente el comportamiento de la funciéon de correlacién exciténica y foto-
nica de primer y segundo orden sin disipacién usando funciones de estados. Para la funcién de
correlacién exciténica de segundo orden calculada de forma analitica para los dos modelos, se
observo que a medida que n tiende a cero la funciéon de correlacion también tiende a ese valor.
Como se esta trabajando con un medio kerr, hay un proceso de dos fotones y la minima condi-
cion que se debe usar es que haya por lo menos un fotéon en la cavidad y el Qubit se encuentre
en el estado excitado.

Para el espectro foténico notamos en la grafica que esta funcién a medida que el nimero
térmico tiende a cero el espectro tiende a ese valor, lo que indica que para estudiar el espectro
foténico se debe tener en cuenta valores distintos de cero en el naimero térmico de fotones asociado
con el reservorio, ya que juega un papel fundamental. También se observa que las graficas de
espectros para el modelo de Jaynes Cummings para todos los ntimeros térmicos son simétricas
con respecto al valor de la frecuencia de la cavidad, lo que concuerda con algunos trabajos teoricos
similares reportados [7,16]. Por ultimo observamos que las funciones de coherencia de segundo
orden estudiadas tienen caracteristicas netamente cuénticas. Por altimo, esperamos que nuestro
estudio pueda proveer suficiente informacion para futuros estudios teéricos y/o experimentales.

28
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Perspectivas Futuras

Para un futuro trabajo se podria considerar el estudio de dos qubits en una cavidad con un
s6lo modo del campo, teniendo cuenta los efectos de la temperatura y el medio no lineal tipo
kerr, donde se calcularian observables como niimero medio de fotones, inversiéon de poblacion,
entrelazamiento, espectro de fotoluminiscencia y funciones de coherencia de primer y segundo
orden. Ademéas de ello, se utilizarian otros mecanismos no lineales para resolver el problema.
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Apéndice

A. Calculo de los valores propios y vectores propios del modelo de Jaynes-Cummings
con un Medio Kerr:

Hi|y) = E[¢),

(Ba+ Bp + Hap + Hyery ) {C1|1)+Cr|F)} = E{C/|1)+Cp|F)} | (6.1)

HACI|I>+ﬁFCI|I>+ﬁAFCI|I>+ﬁk67.7-01‘1>+HACF|F>+I:IFCF|F>
+ﬁAFCF|F>+ﬁk€TTCF|F>: EC]|I>—|—ECF|F>

Premultiplicando la ecuacién anterior por <I |

Cr{I|Ha|I)+Cr{I|Hp|I)+Cr{I|Hap|I)+Cr{I|Herr | I)+Cr(I|Ha|F)
+Cr(I|Hp|F)+Cr(I|Hap|F)+Cr(I|Hperr|F)= EC;

y considerando:

(I|H|T)
<I|IfK|F> = hgvn+1,

1
§hw0 +nhw+xn(n—1)=Er+ xn(n—-1),

Se obtiene:

Cr(E;r+xn(n—1))+ Cphgvn+1= EC; (6.2)

Premultiplicando la ecuacion (6.1) por (F |
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C{F|HA|)+C{(F|Hp|I)+Ci{F|Hap|I)+Ci{F|Hyerr | I)+Cr(F|Ha|F)+

Cr(F|Hp|F)+Cp(F|Hap|F)+Cp{I|Hyerr|F)= ECp

. 1
(F|Hk|F) = —5hwo + (n+1)hw+xn(n+1) = Er +xn(n+1),
(I|Hk|F) = hgvn+1,
Cr(Er+xn(n+1))+Crhigyn+1= ECF . (6.3)
Despejando de (6.2) Cj y reemplazando en la ecuacion (6.3) se tiene que:
Crhgvn + 1hgyn +1

+(Er +xn(n+1))Cr = ECF

(E—Er—xn(n—1))
Crh?¢* (n+ 1)+ (E — Er — xn(n— 1)) (BEr + xn(n+ 1)) Cr = ECp (E — Er — xn(n — 1)) ,

E’—E (E; + Ep +2xn*)+(E;Er — h*g* (n + 1)) +xn(n+1) Ef+xn(n—1) Ep+x*n®*(n”-1) = 0.

Después de resolver la ecuaciéon cuadratica los valores para la energia son:

1 1
Ef = hw (n + 2) +n?\ %+ §hQ"A , (6.4)
B. La evolucién de los estados puede expresarse como:

—iHt —iHt

e |ne)y = e n (0030n|w:[> — sen9n|¢;>)
= e#ﬁcosﬁn|wi> - 6$86n9n|d);>
—iBtt

= e r cosb, (0050n|n,e> + sen9n|n + 1,g>) -
e~ senb, (—senﬁn

n, e> + cos@n’n +1, g>)

—iete —iet

eTcoseﬂn, e> +e h tsen0ncost9n|n + 17g> +

—iE

A senﬁncosﬁn|n +1, g>

—iBE—t 2
R sen0n|n, e)—e

—iEtt —iE"t

e~ cosh few Sen92> }n7e>+

e~ h —e & )senanosﬁn}n+l,g>

( —iETt —iE"t
A

ne(t)|n, ) + Bpe(t)|n+1,g)



CAPITULO 6. APENDICE

e%f“‘n+1,g> =

e%‘/{“ (sen9 W+>+0039 |1/)_>)
—iptt

e~ n senb, |w+>+e =t cosby, |w >

e#senﬁn (0050n|n, 6> + sen9n|n +1, g>) +

—iE"t

e costy, (— ,€) + costp|n+1,g))

—intt —iBTt —iete
e n e & senB,cost, |n e>+e D senGQ‘n+lg>

—iE"t 1B
h

sen0n003|n,e> +e T cosh? |n+1 g>

—iE+t —iB—
B

e h t’) senencost?n}n, €> +

e n senf? +e =5 cos6‘2> |n—|—1 g>

) senb,,cosd,, ’n, 6> +

e
—iBtt BT

<e Fosenf? +e R cosHZ) ’n+1,g>—+—

A

n+lg "I’L—‘rl g>+Bn+lg ‘n,e>
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