GUIA DIDACTICA SOBRE FUNCIONES REALES QUE CONTIENEN PARTE ENTERA,
PARA MEJORAR LA INTERPRETACION DE LA LETRA COMO VARIABLE DIRIGIDA

A ESTUDIANTES DE UNDECIMO GRADO

BARRIOS RODRIGUEZ RENE ARMANDO

PINEDA ARRIETA WALTER RAFAEL

UNIVERSIDAD DE SUCRE
FACULTAD DE EDUCACION Y CIENCIAS
SINCELEJO
2003



GUIA DIDACTICA SOBRE FUNCIONES REALES QUE CONTIENEN PARTE ENTERA,
PARA MEJORAR LA INTERPRETACION DE LA LETRA COMO VARIABLE DIRIGIDA

A ESTUDIANTES DE UNDECIMO GRADO

BARRIOS RODRIGUEZ RENE ARMANDO COD. 11392601436

PINEDA ARRIETA WALTER RAFAEL COD. 11392030869

Propuesta pedagogica para optar el titulo de licenciado en Matematicas

Licenciado
JUSTINO BARRAZA
Asesor Unisucre

Licenciado
JOSE GREGORIO MENDOZA
Asesor Metodolégico

UNIVERSIDAD DE SUCRE
FACULTAD DE EDUCACION Y CIENCIAS
SINCELEJO
2003



nota de aceptaciéon



A Dios fuente de todo bien por darme
la entereza para llegar a esta meta.

A mis padres, quienes me apcyaron en
esta empresa.

A mis amistades mds sinceras, quienes

compartieron conmigo los momentos

muy felices.

René Barrios



A Cristo, mi Sefior y Maestro, luz que
guia mi sendero, por llenarme de
paciencia y sabiduria en los momentos
mds relevantes de mi existencia.

A mis pad?’es, quienes se gozan
conmigo en el triut fo.

A Maria, sustento sentimental en los
momentos de cor fusion.

Walter Pineda



AGRADECIMIENTOS

Los autores de la propuesta pedagdgica, con  afable regocijo, expresan sus

agradecimientos:

A la Universidad de Sucre por aportar elementos valiosos en nuestra formacién como
maestros y mejores colombianos.

Al Colegio Antonio Lenis de Sincelejo por brindarnos el espacio pedagégico para la
ejecucion y evaluacién de la propuesta.

A los Estudiantes de Undécimo grado de Colegio Antonio Lenis de Sincelejo  por
aportar sus inquietudes, razones y discusiones durante la aplicacién de la guia, a pesar
del cansancio del afio.

Al profesor Justino Barraza, profesor de Unisucre, por sus revisiones y aportaciones
conceptuales para la estructuracion de la guia.

Al doctor Jorge Bejarano, profesor de , por sus revisiones y aportaciones conceptuales
para la estructuracion de la guia.



LISTA DE TABLAS

Tabla 1. Resultados de la prueba diagndstica

Tabla 2. Resultados de las actividades sobre limite de funciones
Tabla 3. . Resultados de las actividades sobre continuidad
Tabla 4. . Resultados de las actividades sobre parte entera

Tabla 5. . Resultados de las actividades sobre limite con parte entera

Pag.

42
44
52
57

66









LISTA DE ANEXOS

Pag.
Anexo 1. Prueba Diagnostica 78
Anexo 2. Guia Didéctica 80
Anexo 3. Listado de los estudiantes 145

Anexo 4. Cartas de Solicitud 147



INTRODUCCION

1. PROBLEMA

1.1. DESCRIPCION

1.2. PREGUNTAS DE INVESTIGACION
1.3. OBJETIVOS

1.3.1. GENERAL

1.3.2. ESPECIFICOS

1.4. DELIMITACION

1.5. JUSTIFICACIONES

2. MARCO TEORICO
2.1 ANTECEDENTES
2.2. BASES TEORICAS

2.3. TERMINQOS BASICOS

3. METODOLOGIA
3.1 TIPO DE ESTUDIO

3.2. POBLACION Y MUESTRA
3.3. INSTRUMENTOS

3.4 ANALISIS DE LA INFORMACION

CONTENIDOS

Pag
12
14
14
19
20
20
20
20

21

23
23
28

36

38
38
38
39

39



4. PROPUESTA PEDAGOGICA

4.1. PROPOSITO
4.2 ESTRUCTURA CONCEPTUAL DE LA GUIA

4.3. RESULTADOS DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA

4.4. DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES PARA MEJORAR
LA INTERPRETACION DE LA LETRA COMO VARIABLE

44.1. Actividades de Aprendizaje Sobre Limite de funciones Reales
4.4.2 Resultados de las Actividades de Aprendizaje Sobre Continuidad
4.4.3. Resultados de las Actividades con Parte Entera

4.4.4. Cuadros de Tabulacion de las Actividades con
Limite de funciones con Parte Entera

45. COMENTARIOS DE LAS ACTIVIDADES
CONCLUSIONES

RECOMENDACIONES

BIBLIOGRAFIA

ANEXOS

40

40

41

42

43

44

57

66

70

74

75

76

77






Se pide a la escuela preparar a las
personas con las habilidades basicas para
la abstraccion, el pensamiento
sistemdtico, la experimentacién, la
comprensién critica, el sentido coman y la
resolucion de  problemas y con
capacidades que incluyan la colaboracién,
la confianza, la perseverancia, la atencién
y el trabajo en equipo... también se espera
que la educacién fomente los valores
de la libertad, participacion,
independencia y autonomia, de la
equidad del respeto activados mediante

la solidaridad y el didlogo.

MEN, 1998.



INTRODUCCION

Desde hace poco tiempo la educacion colombiana viene introduciendo movimientos o
renovaciones curriculares que potencialicen la reflexiéon en torno a una praxis mds
arraigada a las necesidades e intereses de los educandos. De igual manera, la Ley 115 de
1994, contempla la autonomia escolar, el desarrollo de asignaturas mediante proyectos
pedagodgicos, el uso de estrategias activas y vivenciales, asi como el énfasis en el desarrollo
de las habilidades de pensamiento, el manejo de varios lenguajes [iconico, escrito,

simbélico, computacional] y, la produccién textual.

Es hora que los estudiantes y /o profesores incursionen ampliamente, en la produccién de
saberes relativamente nuevos a través de escritos cortos [cartillas, revistas, médulos, guias
de orientacion diddctica, etc.], para afianzar la autonomia intelectual y emancipar la

reflexion diddctica en torno de la matemdtica escolar.

Precisamente, ésta propuesta pedagdgica pretende la elaboracion, aplicacién y evaluacién
de una guia didéctica sobre funciones reales, en especial, aquellas que contienen parte
entera, basada en la construccién gréfica, para contribuir a mejorar la interpretacion de la
letra como variable en estudiantes de undécimo grado. La aplicacién y evaluacién de la
guia se adscribe a la teoria genética de Vygotski, en especial, de la construcciéon social de

saberes, la interaccién y el conflicto sociocognitivo.



Los resultados dependen de una intervencién exitosa de manera dialégica para poder
explorar, registrar, describir los tipos de interpretacién de la letra, que maneja que hace

el estudiante cuando ya estd en Undécimo grado.

La muestra seleccionada fue de 15 estudiantes del Colegio Antonio Lenis de Sincelejo

Sucre durante los periodos académico tercero y cuarto del afo lectivo del 2002.

Los datos obtenidos se registraron en tablas descriptivas con las categorias: contexto
matematico (actividades) y justificaciones (razones sustentadas por los estudiantes ya sea

verbal o escrito).

Este trabajo consider6 las observaciones dadas al interior del Seminario de Investigacién
orientado por el Dr. Jorge Bejarano de la U. Distrital Francisco José de Caldas, en el marco

del proceso de Acreditacion de la Universidad de Sucre



1. PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION

Transitar por el estudio de la variacién durante al aprendizaje del dlgebra incursiona a
estudiantes y profesores en la identificacion e interpretacion de la letra en sus
diferentes acepciones (Kiicheman, 1981). Cuando se aborda el dlgebra, el eje variacién
es fundamental para que el estudiante se familiarice con el concepto de incégnita y
variable y pueda transitar de la aritmética al dlgebra, pasando por multiples aciertos
y desaciertos. Por su parte, en el contexto de la variacién, el concepto de funcién es

eminentemente integrador, clave o basico de la matematica escolar.

Es cierto que muchas de las dificultades proceden en aprendizaje del dlgebra escolar,
pues, no desarrolla suficientemente el sentido de variabilidad ligado a las letras. Al
respecto se destaca la investigacién de Kiicheman (1978) sobre el uso de la letra arroja
que la poblacién de encuestados no manejan una interpretacién mds amplia de la
letra (reluce la letra como objeto y como incégnita) como la que trasciende de incégnita
especifica, numero generalizado al de variable (conjunto infinito de valores
representativo de un campo de variabilidad determinado por una relacién funcional).
En cuanto al uso del concepto de variables los estudiantes mds aptos son capaces de

cometer el mayor de los errores.



Apoyédndose en la investigacion de Kiicheman el GRUPO PRETEXTO de la

universidad Distrital Francisco José de Caldas también ha trabajado en el problema del

bajo nivel de interpretacion de la letra centrando su investigacion EN LA VARIABLE

COMO ELEMENTO PUNTUAL. Plantean que los sujetos legitiman, cohesionan,

orientan los problemas y el conocimiento, de acuerdo con las siguientes acciones!:

Rechazo de los argumentos de autoridad y consideracion por principio, de cualquier
aseveracidén como discutible.

Exigencia de formas racionales de argumentacién. Privilegio del lenguaje escrito.
Predominio de significados y discursos que tienen relacién indirecta con la base
material y que no privilegian - o incluso contrarian- las experiencias particulares de las
personas involucradas.

Vocaciéon de articulacion entre teoria y practica, entre discurso y accion.

Basqueda permanente de wun consenso voluntario conseguido mediante la

argumentacion racional.

Describen algunos hechos caracteristicos del problema centrdndose en lo didéctico

pues, en lo matemaético, existen multiplicidad de representaciones y multiplicidad de

interpretaciones que cobran sentido y significado a las estructuras matematicas

generando:

Ausencia de tratamiento relacional y diverso de las maltiples representaciones
sociables a los conceptos matemaéticos.

Presencia marcada de una concepcién formalista de la matematica que lleva a hacer
énfasis en la correccién sintactica2.

1BEJARANGO, J. Ponencia dada el marco del Seminario de Investigacion. Universidad de Sucre,

2002.

2Tbid, BEJARANO, J.



El enfoque formalista presente en muchos docentes de matemadticas se constituye en
un obstdculo en el aprendizaje de la matemdtica por parte de los estudiantes
(simbolismo desmesurado), pues coerce la nueva visién de la matemadtica escolar no

dando paso a su pleno desarrollo.

En el contexto de la clase de matemadticas, nuestros estudiantes, prestan atencién a
definiciones, explicaciones, revisa ejemplos y efecttia ejercicios como réplicas. La

dialégica entre profesor y alumno se da como muestra la figura 1:

worea_—ELPROFESOR

Mostrar
conocimiento ante
LAS MATEMATICAS LA CLASE
COMO COMO
Tecutre a

para hacerse comprender de

ara imponerse ante

L ALUMNO

Figura 1. La dialégica entre profesor y alumno.

Al entender la clase y las matematicas como mundo normado, se enmarafia una red
bilateral de interaccién entre profesor y alumno. El profesor se impone ante los

alumnos y el alumno responde a él de igual manera.



Contrastando el hecho del bajo nivel de interpretacion de la letra como variable en los

estudiantes de undécimo educacién bésica y media, con algunos referentes que desocultan

los sesgos descriptivos subyacentes, se tiene que:

Las orientaciones curriculares emanadas del Ministerio de Educacién Nacional, al
respecto, busca interestructurar conceptos y procedimientos que permitan analizar
y modelar situaciones y problemas de la ciencia y de la cotidianidad donde la
variacion este presente.

La Ley 115 de 1994 plantea la autonomia escolar, el desarrollo de asignaturas
mediante proyectos pedagégicos, el uso de estrategias activas y vivenciales, asi
como el énfasis en el desarrollo de las habilidades de pensamiento, el manejo de
varios lenguajes (escrito, simbélico, computacional) y la produccién textual.

El ICFES, acorde con los cambios promulgados por la nueva vision de la
matemadtica escolar, present6 su propuesta de evaluacion de la competencia
matematica (1998) abordando ejes conceptuales a partir del saber disciplinar. Estos
ejes responden se corresponden con lo que se ha conceptualizado como

matemadtica escolar. Ello se mapea asi:

Contco Medicidn
ejes conceptuales

. Variacidoin
Aleatoriedad

Figura 2. Ejes conceptuales.

En este sentido hay la necesidad de trabajar en matematicas con la multiplicidad de

lenguajes, interpretaciones y enfoques subyacentes en los objetos matematicos de una

forma en que se interestructuren lo conceptual con lo didéctico.



Por otro lado, revisando libros de textos actualizados en matematicas de varias editoriales,
se pudo apreciar lo siguiente?:

e Tienen en cuenta el concepto de relacién para viabilizar a su vez el concepto de
funcién. Se precisa que toda funcién es una relacioén pero no toda relacién es funcién.

e En8°y 9° se enfatiza en el aprendizaje de las funciones lineales, cuadraticas, exponencial:
algunas veces la grafica de la funcién cabica.

e En el 10° se estudian las funciones circulares y sus caracteristicas, incluyendo algunas
cbnicas (parabolas, elipse, circunferencia).

e Enel 11° se trabaja la funcién valor absoluto, el analisis grafico de las funciones derivables
(maximos y minimos). Se revisan las graficas exponenciales, cuadraticas, logaritmicas para
su posterior tratamiento en calculo diferencial.

En todas las anteriores esta presente el eje variacion como fenémeno de cambio mediante
el tratamiento funcional, sin embargo hay un tipo especial de funcion denominada
escalonada que se basa en las particiones y usos de intervalos. Dentro de esta categoria de
funciones se inscribe la funcién parte entera f(x) =[X] y que representa el mayor entero
< x Estos tipos de funciones han sido tradicionalmente de estudio exclusivo en el nivel
universitario, sin embargo algunos textos preuniversitarios para el bachillerato lo dan a

conocer.

Este tipo de funciones escalonadas son de vital importancia para intuir el concepto de
integral de una funcién. Han sido marginadas, desplazadas, subutilizadas en especial en
el nivel bdsico y/o medio, por tanto se hace necesario enriquecer el estudio de la funcién
en general desde sus diferentes tipos, para tener un conocimiento mds amplio de las
funciones. Al no darsele importancia a las funciones de tipo escalonada (parte entera),
surge la necesidad de ofrecer una propuesta de trabajo matematico desde lo didactico

para que los estudiantes de 11° puedan interpretar la letra como variable a través de la

3 Revision bibliografica realizada por los autores, confrontada con las programaciones de varios
colegios de Sincelejo, 2001.



elaboracion e interpretacion grafica, de funciones reales en particular aquellas que tienen

otro patrén de variacion.

1.2 PREGUNTA DE INVESTIGACION

De acuerdo con lo anterior el grupo se orienta la siguiente cuestion:

¢De qué manera los estudiantes de undécimo grado mejoran la interpretacion de la letra

como variable a través del estudio de funciones con diferentes patrones de variacién como

las que contienen parte entera?



1.3 OBJETIVOS

1.3.1 General. Aportar elementos tedricos y metodolégicos a los estudiantes para
contribuir al trabajo en el aula en relacién con el pensamiento variacional, en especial del

uso de la letra en diferentes contextos matemadticos.

1.3.2 Especificos.

1321 Aplicar una forma de trabajo en el aula a través de la elaboracién, aplicacién y
evaluacién de una gufa didéctica sobre funciones reales, en especial, que contienen parte
entera para posibilitar una mejor interpretacién de la letra como variable, en los

estudiantes de undécimo.

14 DELIMITACION

La presente propuesta pedagédgica estd centrada en trabajo de Kucheman sobre las
multiples interpretaciones de la letra en contextos matemadticos, en especial del uso de la
letra como variable. Considera la propuesta del ICFES sobre competencias en matemadticas
de interpretar, argumentar y proponer para el estudio de las funciones reales que
contienen la funcién parte entera, destinada a estudiantes de 11°. La guia se aplicé a 15
estudiantes del colegio Antonio Lenis de Sincelejo durante el segundo semestre del afno

lectivo del 2002.



15 JUSTIFICACION

Hoy en dia se hace énfasis en la construccién de conocimientos de manera colectiva,
reflexiva y critica tanto por parte de los estudiantes y de los orientadores. Carl Rogers dice
que “No podemos ensenarle a alguien directamente; s6lo podemos facilitarle el
aprendizaje”. En este sentido se pretende ofrecer una herramienta didéctica que permita

acceder al conocimiento matemadtico mediante la lectura critica del discurso matematico.

La necesidad de manejar multiplicidad de lenguajes, enfoques e interpretaciones en el
aprendizaje de la matemdtica para analizar fenémenos de cambio y variacién como lo
proponen los lineamientos curriculares de matemadticas “interestructurados y vinculados
que permitan analizar, organizar y modelar matemdticamente situaciones y problemas...”
orienta enfrentar al estudiante con las multiplicidades funcionales para que puedan
apreciar el cambio desde diferentes patrones de variaciéon. Por este motivo se toma las
funciones escalonadas, en especial la parte entera, que ofrece la oportunidad de poner a
dudar , discutir e inferir las ideas de continuidad, limites y la mds relevante de este

trabajo, la letra como variable.

Se propone entonces la elaboracién, aplicacion y evaluacion de una guia didéctica sobre
funciones reales en particular aquellas que contienen parte entera, a través de la
construccion e interpretacion grafica para contribuir a mejorar la interpretacion de la letra
como variable en los estudiantes de undécimo grado. Esto es relevante porque:

e Permite que los estudiantes préximos educadores matemadticos sean capaces de

producir textos diddcticos para la facilitacién del aprendizaje.



e Busca que el estudiante interprete significativamente la letra como variable
mediante la construccién e interpretacion grédfica de funciones reales que
contienen parte entera;

e Permite la construccién de conocimientos relativamente nuevos en torno al eje

variacion.

La propuesta es viable ya que no requiere de una cuantia elevada para el disefio y
elaboracion de la guia, se cuenta con la disponibilidad e interés personal y orientaciones
precisas para su elaboracién. Se cuenta con los textos pre y universitarios y el acceso a
Internet en Unisucre; en undécimo grado se debe proceder el manejo conceptual y
metodolégico de los contenidos bédsicos de la matemadtica escolar; se supone que los
estudiantes han alcanzado o pueden alcanzar cierto nivel de abstraccion y generalizacién
de acuerdo con su evolucién cognitiva (estadios de desarrollo piagetano), lo que facilita su

aplicacion.

De igual manera, la propuesta es pertinente por cuanto enfatiza en el estudio de las
funciones reales con otros patrones de variacién, por lo que el estudiante se familiariza
con otro tipo de funcién ampliando su horizonte conceptual en el desarrollo de su
pensamiento variacional mediante el estudio inter e intra personal de la guia. El
documento elaborado se constituye en una herramienta mediatizadora en la transicion

del dlgebra al cdlculo (involucra situaciones problema y evaluacion por competencias).



2 MARCO TEORICO

21 ANTECEDENTES

En Colombia, se han venido adelantando investigaciones y movimientos en torno a una
matemadtica mds humanista, mas constextualizada a las necesidades cognitivas de los

aprendientes, para hacer de ella una actividad sociocultural.

El grupo pretexto de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, se destaca por sus
investigaciones en materia didédctica de las matematicas, contribuyéndole también a la
Renovacién Curricular del Ministerio de Educacion Nacional. Sus estudios se han
centrado en dificultades aritméticas como el caso de la interpretacién de los signos “ =" y
menos “ -“, y en dlgebra, el trdnsito de la aritmética al dlgebra en particular el de la

interpretacion de la letra en contextos matematicos.

Otros tépicos de investigacion en dlgebra, tienen que ver con la imagen que se tiene del
dlgebra en el trabajo escolar: Algebra como aritmética generalizada, como el estudio de
resolucién de ecuaciones o a la manera del dlgebra moderna, como al estudio de estructura

algebraica.

En el contexto de la elaboracién e implementacion de una guia diddctica sobre funciones

reales en particular aquellas que contienen parte entera y que se basa en la construccién



grifica para mejorar la interpretaciéon de la letra como variable, es necesario destacar

algunas investigaciones centradas en las interpretaciones de la letra:

Usiskint (1988) descubrié uno de los muchos usos de variables segtin los propésitos del
dlgebra. Como aritmética generalizada las variables se pueden ver como patrones
generalizadores (por ejemplo al generalizar 3+5= 5+3 al patrén a+b= b+a) y las
habilidades algebraicas se centran en la traduccién y generalizacion de relaciones
conocidas entre los nimeros. Considerando al dlgebra como el estudio de los
procedimientos para resolver ciertos tipos de problemas, las variables entonces se pueden
ver como incégnitas y las habilidades algebraicas comprenden la simplificacién y la
resolucion (al resolver ecuaciones lineales), la consecucién del dlgebra como estudio de las
relaciones entre cantidades, considera las variables como independientes o pardmetros (al
buscar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (a, b) y con pendiente m = c; las
graficas cartesianas son utilizadas casi siempre para representar dichas relaciones.
Finalmente, si se considera al dlgebra como el estudio de estructuras tales como grupos,
anillos, campos, y espacios vectoriales, las variables son objetos arbitrarios de una

estructura relacionados mediante ciertas propiedades.

En la década de los 20, Thorndike et al (1923) sugirié que se reservaran diferentes letras
para diferentes interpretaciones de la variable, pero esta sugerencia nunca se tomé en
serio. Sin embargo, el movimiento de la matemdtica moderna, influenciado por Van

Engen (1953) promovia la ensefianza del concepto de variable en su forma mas general.

+ KLERAN, Carolyn. El Aprendizaje Inicial del Algebra: Una perspectiva estructural en: Research
Issurs in the learning and teacher of algebra. Vol 4.



Las variables se consideraron como una de las ideas unificadoras del curriculo de dlgebra
en la secundaria, asignando a todas las letras del dlgebra como variables. Matz (1979)
hacia notar que agrupar constantes simbdlicas, pardmetros, incégnitas y variables
restringidas como simples “variables” dirige la atencién tnicamente a su naturaleza
abstracta. En torno a la multiplicidad de interpretaciones de la letra o diferentes
acepciones tipolégicas para una variable, en dlgebra, lleva casi siempre a los estudiantes a
interpretaciones erréneas; por ejemplo Davis (1975) encontré entre estudiantes de 15 afios,
que no se podia operar con una variable porque no sabia que ntimero representaba la
variable. De los estudios de Matz y Davis se tiene que, “ Los estudiantes deben ser
capaces de aceptar el concepto de variable... aceptar dicho concepto equivale a cambiar sus
expectativas a cerca de qué respuestas deberian parecerse al liberarse del requerimiento

aritmético de que una respuesta corresponde a un nimero”.

Collis® (1975), basado en la Psicologia de Piaget trabajé, también sobre las interpretaciones
de la letra, para estudiantes en el estadio de razonamiento formal: Los nifios en el nivel
mads bajo susstituyen un nimero especifico por una letra, si no sirve, se rendiran. En el
segundo nivel, los estudiantes ensayan con varios niimeros mediante el ensayo y error; y
cuando estdn en el tercer nivel, los estudiantes considerardn el nimero como entidad

generalizada, mediante el simbolo “X” (por ejemplo).

En Santafé de Bogotd, Acevedo W. Et al (1995) desarrollé en su trabajo de grado, un
instrumento de indagacién para las diferentes interpretaciones de la letra en contextos

algebraicos.

5. Ibid. Vol 4, 1980.



Cifuentes y Ochica (1998) realizaron un trabajo titulado “Interpretaciones de la letra en el
dlgebra escolar”. Fue una réplica pequena del trabajo realizado por Kiicheman; este
estudio fue realizado en dos colegios de Santafe de Bogota en los grados octavo, noveno y
décimo. Se aplicaron dos cuestionarios construidos con los items de la prueba de

Kiicheman a una muestra de 389 estudiantes. Algunas conclusiones de este trabajo:

e Aqui se encontraron en forma muy clara interpretaciones como letra evaluada, letra no
usada, letra como objeto y con menor frecuencia, letras como incognita especificas. Las
interpretaciones como niimero generalizado y como variable no fueron tan evidente.

En el contexto local, Anaya A. y MENDOZA, A. (Unisucre, 2001) trabajaron una
estrategia para superar las dificultades presentadas en los estudiantes de octavo y noveno
en la interpretacién de la letra en el dlgebra escolar. El trabajo de campo lo efectuaron en el
Instituto Sabanas de Sincelejo Sucre. Efectuaron un diagndstico para detectar las posibles
deficiencias de los estudiantes y luego aplicaron talleres que contiene tablas, ecuaciones,
identidades, funciones lineales y algunos conceptos como la propiedad distributiva y
términos semejantes. En los resultados de los cuestionarios finales se observé que los
porcentajes de estudiantes que ignoraron la letra, la evaluaron o tomaron como objeto,
fueron menores que en el diagndstico, ademds, se observaron muchos estudiantes que
lograron interpretar la letra como incégnita, nimero generalizado y en algunos casos,

como variable.

Al referirse al concepto de variable y por consiguiente a la matemadtica escolar, el ICFES
presenta su propuesta de Evaluacién de la Competencia Matemadtica (1998), abordando

ejes conceptuales, CONTEO, ALEATORIEDAD, VARIACION Y MEDICION, a partir del



saber disciplinar. Estos ejes responden a lo que se ha conceptualizado como matematica
escolar.  En el eje variacién, se tiene en cuenta el manejo de la variable en sus diferentes

facetas asociada a la idea de funcién.

Después de revisar libros de texto de matematicas de educacion base secundaria y media
de diferentes casas editoras (Norma, Voluntad, Libros & libres) se puede afirmar que no
estimulan explicitamente a los estudiantes para que interpreten las mdltiples
interpretaciones de la letra en distintos contextos algebraicos. Se precisa que las letras
representan niimeros reales pero acogen el matematicismo abstracto en vez de orientar lo

conceptual y metodolégico desde una perspectiva didéctica.



2.2 BASES TEORICAS

La matematica escolar es aquella que debe
incluir como elementos propios, dentro de las
estructuras conceptuales, datos culturales que
estan en el origen o son aplicaciones de los
conceptos matematicos, consiguiendo presentar
las matematicas, no como un fendémeno
intelectual aislado, sino como wuna forma
especifica de trabajo desde un medio cultural
mas amplio.

Rico, L, 1994

Una propuesta pedagdgica inscrita en la matematica escolar

conocimiento matemédtico se construye en un contexto sociocultural, es decir, que es un
constructor abierto, ligado de multiples maneras a las demds dreas del conocimiento, a las
actividades humanas, a los valores y a la cultura. Ello propone que el estudiante debe

poner en juego sus saberes validados en el campo del conocimiento mismo como parte de

los saberes socialmente

Desde esta perspectiva

social del conocimiento

construidos en el &mbito escolar (ICFES, 1998).

se retoman algunas ideas de Vygotski relacionadas con la funcién

término ruso interpsiquicos o interdental). Esto lo puntualiza ast:

Cualquier funcién, presente en el desarrollo cultural del nifio, aparece dos
veces o en dos planos distintos. En primer lugar aparece en el plano social,
para hacerlo, luego, en el plano psicolégico .En principio, aparece entre las
personas y como una categoria interpsicologica, para luego aparecer en el nifio
goria intrapsicoldgica. Esto es igualmente cierto con respecto a
la atencién voluntaria, la memoria l6gica, la formacién de conceptos y el
desarrollo de la volicion.. la internalizacion transforma el proceso en si mismo,
cambiando su estructura y funciones. Las relaciones entre las personas
éticamente a todas las funciones superiores y a sus relaciones

como una cate

subyacen gen
(1981b, p. 163).

debe asumir que el

en especial, del fenémeno interpsicolégico (traducidos



La formulacion de Vigotski defiende que existe una conexién inherente entre los dos
planos de funcionamiento; de un isomorfismo entre la organizacién de los procesos en los
dos planos. Afirma que la estructura del funcionamiento interpsicolégico tiene un enorme

impacto sobre la estructura del funcionamiento intrapsicolégico resultante.

La incorporaciéon de lo externo al igual que Piaget, Vygotski le llama Internalizacion, al
proceso donde ciertos aspectos de la estructura de la actividad que se ha realizado en el
plano externo pasan a ejecutarse en un plano interno. Para él, la internalizacién se da en
forma estrecha con los origenes sociales de los procesos psicolégicos. Constituye un
proceso implicado en la transformacién de los fenémenos sociales en fenémenos

pscolégicos. Con ello apunta que “es modelo transferencial de internalizacién”.

Trabajar las mualtiples interpretaciones de la letra, en diferentes contextos matematicos
requiere  transferenciarlo desde el plano interpsicolégico al intrapsicolégico del
estudiante. La mediacion semidtica es indispensable. Contribuir a que los signos
matemadticos sean vistos interpretados y usados  en distintos contextos matematicos

presupone interaccion social, discusién. Por ello dice Vygotski que:

Para transmitir una experiencia o contenido de la conciencia a otra
persona, no hay mas remedio que atribuir el contenido a una clase
conocida, a un grupo conocido de fenémenos y, como sabemos, esto,
necesariamente, implica generalizacion. Asi, resulta que la interaccion
necesariamente presupone generalizacién y el desarrollo del significado
de la palabra, es decir, la generalizacion, se hace posible en presencia
del desarrollo de la interaccion social. De este modo, las formas
humanas superiores tnicas de interaccion social psicolégica son
posibles solamente porque el pensamiento humano refleja la realidad de
un modo generalizado (1934% p. 11.-12).

En este sentido, el desarrollo, seguimiento y evaluacién de la guia didéctica, se efectta en

un contexto social, donde la palabra del estudiante estd primero que la del profesor, donde



el orientador actiie como mediador entre lo que el estudiante trae a la clase y el
conocimiento socialmente construido. Por ello se implementa la clase dialdgica e
interactiva. Lo tejido socialmente en el grupo, se va plasmando en cada una de las guias
(verbal o escrito) para que contribuir a la internalizacién de la letra como variable durante

el estudio de funciones con diferentes patrones de variacion.

El trabajo de sistematizar, analizar e interpretar a manera en que el estudiante internaliza
la letra como variable, es producto del modelo tranferencial del plano interpsicolégico al

intrapsicolégico que resulta.

Otro aspecto que se puntualiza en esta propuesta es el conflicto sociocognitivo. El
acercamiento social del desarrollo cognitivo considera las interaciones sociales como

centrales para las adquisiciones cognitivas. En ciertos momentos claves para el desarrollo,
se sostiene, las adquisiciones encuentran su origen principalmente en la confrontacién de
las acciones o de las ideas entre personas. Las adquisiciones engendradas socialmente en
las interacciones, serdn interiorizadas para su posterior movilizacién individual (de lo

Inter a lo intra-individual).

Los estudios experimentales realizados en este marco tedrico (Pret -Clemont, 1996) han
mostrado que, para alcanzar, el progreso cognitivo, las interacciones sociales debnen dar
lugar al conflicto sociocognitivo. Ante unas situacién problema por resolver, los
estudiantes, en una interaccién, deben por una parte, presentar diferentes centraciones
cognitivas (puntos de vista, métodos, respuestas) y, por otra parrte, buscar otra

respuesta comtn al problema. La oposicién social de puntos de vista caracteriza al



conflicto sociocognitivo y es el pivote de la interaccion. El conflicto cognitivo integra dos
conflictos:

e Un conflicto Inter.-individual (social) generado por la oposicion de respuestas al
problema planteado.
¢ Un conflicto intra-individual, de naturaleza cognitiva, resultante de la toma de conciencia

por el individuo de unas respuestas contradictorias, que le incita a dudar de la suya.®

Resaltando algunos otros referentes, tenemos que, en la matematica escolar es
indispensable saber: jcudndo un estudiante es competente?. La competencia, es entendida
como un saber-hacer en contexto, “un conocimiento implicito en un campo del actuar
humano, una accién situada que se define en relacién con determinados instrumentos
mediadores (Torrado, 1996). De acuerdo a ese saber-hacer, ser competente en matematica
es poder significar desde las matemdticas que ha logrado construir; el proceso de
significacion matemadtica explicita ciertas acciones, encaminadas a dar cuenta de ese
proceso de significacion, es decir, que interprete, argumente y proponga. La significacion
que un estudiante construya de un problema o situacién, es el producto de todo un
continuo consenso y acciones de interpretar, argumentar y proponer. La caracterizacion

de cada uno de las acciones que describen la competencia matemaética”:

6 MEN. Seminario Nacional de Formacién de Docentes en el Uso de Nuevas Tecnologias en el Aula
de Matematicas. Santafé de Bogota:, 2001, p.53.
7. ICFES. Propuesta general: Eximenes del estado. Santafé de Bogota: MEN, 1988. p.18.



Interpretar consiste en identificar
lo matematizable que se infiere de
la situacién-problema, a partir de
lo que ha construido como
conocimiento matematico, y
poderlo expresar como un modelo

matematico.
Inter®etar

Se refiere a las razones, los
porqués que el estudiante pone
de manifiesto ante un problema.
Competencia Estas razones permiten justificar
Matemat: ca el planteamiento de una solucién
Argumentar @ o una estralegia particular desde
las relaciones o conexiones
validadas dentro de la
matematica.

Proponer

Se refiere a la manifestacion del
estudiante en cuanto a los hechos
que le permiten generar hipotesis,
establecer conjeturas, encontrar
deducciones posibles ante las
situaciones propuestas.

Figura 3. Competencias en matematicas.

En el desarrollo diddctico de la guia se tuvo en cuenta las acciones interpretativas,

argumentativas y propositivas para que el estudiante de 11° se familiarice con la nueva



evaluacién del Examen del Estado, a través del estudio de las funciones reales, en especial

aquellas que contienen parte entera.

Al familiarizar al estudiante con las diferentes interpretaciones de la letra como variable en
diferentes contextos algebraicos, coadyuva al desarrollo del pensamiento variacional. Al
abordar el desarrollo del pensamiento variacional surge la necesidad de “Superar ia
ensefianza ce ccnleniacs matematices f1égmentaccs y ccn partimentaiizaacs, para ulicarse en el
acminio de un can po ccncepiual, gue Inveiucra ccnceplcs y prccecimienics interestructuradcs y
vincuiaacs que permitan analizar, ciganizar y mcdelar matematicamente situacicnes y prcliemas
lanic ce la actividad practica ael hemlre ccrc delas ciencias y las prcpiamente matematicas dcnae

ia vanaacn seencuenire susirato aeelias’s.

Precisamente, lo que se pretende es interestructurar conceptos y procedimientos que
permitan analizar graficas, y modelar matemdticamente situaciones y problemas de las
ciencias y de la cotidianidad donde la variacién esté presente. Las funciones reales que
contienen parte entera, se caracterizan porque contienen dos clases de variaciéon: el de la
variable independiente respecto a la dependiente y el patron de esa misma variacién, que

difieren entre intervalos predeterminados.

El significado y el sentido variacional pueden establecerse a partir de las situaciones
problemadticas cuyos escenarios sean referidos a fendmenos de cambio y variacién
cotidianos. Las tablas y grdficas contribuyen a dar sentido variacional a muchas

situaciones préacticas que involucren una funcién. Las funciones surgen como herramienta

8 MEN. Lineamiento curricular. Matematicas. Santafé de Bogota. Editorial Magisterio. 1998, p, 72.



de conocimientos para atar patrones de variacién entre variables, para predecir y controlar
el cambio. En este sentido, se recomienda enfrentar a los estudiantes con situaciones
donde la funcién no exhiba una regularidad con el fin de contrastar que la modelacién
algebraicas de fendmenos de cambios (fisicos, matemadticos), no siempre se rigen por las

mismas variaciones tedricas, sino que muestran diferentes patrones de cambio.

Como este propuesta analiza las funciones reales de variable real (cuyo dominio y rango
pertenece al conjunto de los reales), enfatizando en la interpretacion de la letra como
variable, es necesario ampliar sobre el uso y significado de las letras. Se consideran los
diferentes contextos en que aparecen las letras en el dlgebra dentro de la clasificacién
utilizada por Kiichemann (1978). La interpretaciéon que puede darse a la letra por los

estudiantes, pueden clasificarse, ast:

1. Letra evaluada: A la letra se le da un valor numérico en lugar de tratarla como un valor
desconocido, por ejemplo, al preguntarsele ”
responde 12, en lugar de 8 + g.

e+ f=8 ;cuanto es e + f + g” el muchacho

2. Letra no usada: Aqui la letra se ignora, o a lo mas es reconocida (pero sin déarsele un
significado), por ejemplo, al solicitarle “samele 2 a 3n” el muchacho escribe 5 0 5n en vez de 3n
+2.

3. Letra como objeto: La letra es vista como un nombre para un objeto, o como el objeto

. . . . e 7 : e :
propiamente dicho. Por ejemplo, ante expresiones como “2n + 3n” se piensa en “2 naranjasy 3

. 7y . it . o f. . rr . .
naranjas”, o simplemente como “2 enes y 3 enes, lo cual significa 5 enes juntas”. Si bien esta
manera de operar pueda servir para resolver facilmente algunos ejercicios (por ejemplo en la
suma de términos semejantes), puede ser errénea o carecer de significado en otros; como
cuando se plantea que una libra es igual a cuatro marcas, en un cierto instrumento para pesary
se traduce como 1 =4m (lo cual no se tiene, en este caso, si | y m son ntumeros).

4. Letra cono incégnita: Aqui la letra se piensa como un ntimero particular pero desconocido y el
muchacho se lanza a operar con la letra vista de esta manera, a pesar de la falta de cerradura
del resultado (como en las respuestas 8 + g y 3n+2).

5. Letra como ntmero generalizado: La letra se ve como representante de valores o capaz de
tomar varios valores, mas que como un valor especifico, como en “que puede usted decir de C
siC+ D =10 y Cesmenor que D”.



6. Letra como variable: La letra representa un rango de valores y el muchacho es capaz de
describir el grado con el cual los cambios en un conjunto se determinan por los cambios en otro
(lo cual significa establecer al menos una relacion de segundo orden). Un ejemplo es “a=b + 3
(Qué le pasa a asi bes incrementado en 2?7, donde los muchachos necesitan encontrar una
relaciéon como “ a es siempre tres mas que b”, mejor que “este a es tres mas que este b”, lo cual
no dice nada a cerca de su relaciéon con los cambios de b.°

Por lo que propone ejercicios de diferente complejidad, pues en algunos problemas se

requieren diversas interpretaciones de la letra para poder abordarlos comprensivamente®.

Segiin Kiichemann, la interpretacion de la letra como variable va mads allda de la
comprension de las letras como incégnitas especificas y como generalizacion de nimeros,
puesto que el concepto de “variable” encierra, al respecto, la idea de cambio, variacion
asociada a una funcién; ahonda en el establecimiento de relaciones entre las magnitudes

(los nameros, o elementos de la pareja ordenada).

Por ejemplo en la expresiéon 900x + 7000y = 180.000, la x e y, pueden considerarse como
incégnitas especificas y/o letras generalizadas (toman un ndmero finito de pares
ordenados). Cuando se empieza a establecer relaciones de variacién (incrementos,
decrementos) para deducir que no solo corresponden a un nimero en particular o un
conjunto finito de ellas, sino que por el contrario, las variables, dan la idea de infinito de
cambio (en el tiempo, con respecto a otra magnitud); ello implicita el concepto de

proporcionalidad.

® . KUCHEMANN, D (1978). Childrens Understanding of numerical variables en: La transicion
aritmética- Algebra. Santafé de Bogota: grupo pretexto, 1997, p.30-31.

10 ROJAS GARZON, Pedro et al. La transiciéon aritmética- Algebra. Santafé de Bogota: Grupo
pretexto., Universidad Francisco José de Caldas, 1997, p. 33.



En el siguiente contexto: ;Quién es mds largo 2n o 2 + n?, no se puede explicitar una
s rr

funcién, sin embargo, la “n” encierra claramente las caracteristicas de una variable

(conjunto de valores no especificados mediados por una relacién funcional)!!.

Es por tanto, que se adopta en esta propuesta, el concepto de variable como una
representacion de un conjunto de valores no especificados (campo de variabilidad)
subyacente en una relaciéon funcional. Por su parte, las funciones reales de variable real
que contienen parte entera involucra la interpretacién de la letra como numero
generalizado, como incégnita especifica y como conjunto infinito de valores
sistematizados mediante una funcién. Ademads, se considera pertinente el planteamiento
de situaciones problemas dentro del eje conceptual “variacién” que desarrollen las
acciones interpretativas, argumentativas y propositivas para que el estudiante de

undécimo grado trascienda a la interpretacion de la letra como variable.

2.3 TERMINOS BASICOS

El término “funcién”, fue introducido en matemadticas por Leibniz, que lo utilizaba para
designar cierto tipo de férmulas matematicas. Mds tarde se vio que la idea de funcién tenia

un alcance restrictivo, y posteriormente fue experimentando generalizaciones progresivas.

Si a cada objeto de un conjunto corresponde un tnico objeto de un segundo conjunto,

entonces, esta correspondencia se llama funcién. Cuando se refiere a funciones reales de

11.SOCAS, Martin, et al. Iniciacién al dlgebra. Madprid: Sintesis, 1996. p. 31-33.



variable real, quiere decirse que tanto el dominio como el codominio pertenecen al

conjunto de los reales.

Definicién. Una funcién es un conjunto de pares ordenados de elementos tales que
ningunos dos pares distintos tienen el mismo primer elemento. El conjunto de los
primeros elementos de los pares ordenados se llama dominio de la funcién, denotado Dt

y, el conjunto de los segundos elementos, rango de la funcién.!2

Definicién. Si f es una funcion real de variable real, entonces la grafica de f es el conjunto

de pares ordenados de f considerados como un conjunto de punto de R2.

Funcién escalonada. Una funcién s, cuyo dominio es el intervalo cerrado [a,b] se dice que
es una funcién escalonada, si existe una particion P = {xo, x1,...xa} de [a,b]tal que s es

constante en cada subintervalo abierto de P. Es decir, para cada k = 1,2,3.n existe un
nuamero real sk tal que: s(x)= sk si Xk1 < X < Xk. . A veces las funciones escalonadas se

llaman funciones constantes a trozos.

Definicién de Funcién Parte Entera. También denominada Méximo Entero. Se denota
y = f(x)= [x] cuyo dominio los reales y con regla de correspondencia, el mayor o maximo

entero n, tal que n< x.

Definicién de Variable. Representacion simbélica de un conjunto de ndmeros no

especificados dentro de una relacién funcional.

2 HANSSER, Norman; LASALLE, Joseph y SULLIVAN A. Joseph. Anélisis Matematico. p. 123-124.



3. METODOLOGIA

3.1 TIPO DE ESTUDIO

El disenio didéctico, aplicacion y evaluacion de la guia sobre funciones reales de variable
real que contienen parte entera, presupone un estudio bibliogrédfico selectivo y
explicativo. Bibliogrdfico selectivo, porque hay la necesidad de revisar multivariados
textos de matematica basica (de noveno, décimo y undécimo grados) y superior (andlisis
matematico) y, de didéctica de las matematicas, para la identificacion de los referentes
tedricos -matemadticos de las funciones reales en particular, aquellas que contienen parte
entera; ademads, articularlos de manera conceptual y didactica, haciendo énfasis en la

interpretacion de la letra como variable.

Es explicativo, porque se opta por el uso de diagramas, mdquinas, esquemas, gréficas de
funciones y actividades, para que a partir de ellas, se pueda dar paso a las acciones
interpretativas, argumentativas y propositivas, que orienten a los estudiantes de

undécimo grado a mejorar su interpretacion de la letra como variable.

32 POBLACIONY MUESTRA

La guia se elabor6 para estudiantes de undécimo grado de las escuelas y colegios de la

regién. Para obtener unos resultados de su aplicacién, se toma una submuestra en el



colegio Antonio Lenis de la ciudad de Sincelejo, 15 estudiantes seleccionados por sus

deficiencias conceptuales en el eje de variacion.

3.3 INSTRUMENTOS

La informacién que se interpreta proviene de la aplicacién de:
e Encuesta dirigida a estudiantes del colegio Antonio Lenis de Sincelejo (15).
e Aplicacién de la Guia didactica sobre funciones reales en particular aquellas que

contienen parte entera (15 folletos).

3.4 ANALISIS DE LA INFORMACION

Para la valoracién de la guia diddctica, se tabulan, analizan e interpretan los resultados
obtenidos de la encuesta dirigida a estudiantes y del estudio y evaluacion de la guia.
La expresion verbal, escrita del estudiante durante sesiones de direccién y discusion
grupal, anotaciones en la guia, se registraron en tablas con las diferentes contextos
matematicos en los que se interpreta la letra como variable y sus correspondientes

justificaciones.



4. PROPUESTA PEDAGOGICA

41 PROPOSITO

Orientar procesos de reflexién, andlisis y pensamiento critico en los estudiantes de
undécimo grado que permitan el reencuentro con una matemadtica escolar, creativa y
dindmica y, a la vez, se entrenen en la evaluacién de las acciones interpretativas,

argumentativas y propositivas (nuevas pruebas del Estado).



42 ESTRUCTURA CONCEPTUAL DE LA GUIA

Las actividades, para efectos de evaluacion se han delimitado como lo ilustra el siguiente

mapa:

e

Limaite de Continuidad Funciones a trozos
funciones
— | Parteent
Actividades de Actividades de
aprendizaje aprendizaje

Actividades de
aprendizaje

Limite de
funciones

| Andlisis descriptivo Analisis descriptivo Analisis descriptivo

Analisis descriptivo

Conclusiones

Figura 4. Tematica a evaluar en la aplicacién de la guia.



4.3 RESULTADOS DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA

DESCRIPCION

CONTEXTO
1. A vpartir de la siguiente funcién: f£(x)
X —4
= f(x) = , X# 2 ,completa la tabla...
x—

. ¢Cémo se comporta f(x) cuando x esta cerca de 2?
. ¢A qué valor tiende f(x) cuando x tiende a 2?
. Traza la grafica.

0 oo

e La mayoria (93.3%) evalud correctamente la
funcioén.

e Utilizaron indistintamente los términos: se
aproxima a 4, tiende a 4, se acerca a 4, cuando
x tiende 2 su limite es 4.; tiende a valores entre
39y4.

e Menos del 50% presentan la grafica.

e No hay un manejo eficaz y eficiente de la
calculadora.

e Tratan de introducir los términos creciente y
decreciente.

2. Completa la tabla funcién

1 .
sen
x—1

a. ¢Coémo se comporta (x) cuando x estd cerca

para la

e Se presentaron dificultades con la evaluacion
de la funcion en algunos puntos dados en la
tabla.

e Diferentes repuestas expresaron en el literal
a): aumenta minimamente desde valores (-) a

de1?
b. . A qué valor tiende f(x) cuando x tiende a (+), presenta interrupciones.
27 e  En elliteral b) dijeron: tiendea 1, tiendea 1y
¢ ¢A qué valor tiende f(x) cuando x tiende a a -1, tiende a£1, tiende a infinito; tiende a
P, cero.
3. Responda: e Dijeron algunos: continuidad, limite de

o

Identifique el tema.
b. Escriba en notaciéon matematica.

funciones, analisis de funciones. Otros, no
contestaron.

e En e literal b)
notacion  de
correctamente.

menos del 50% utilizaron la
limite de la funcién,

4. iQué condiciones debe tener una funcién
para ser continua en un punto xo?

Algunos ideas de los estudiantes:
*  Que el divisor sea diferente de 0, ya que si es
cero, este tiende a infinito.
e  Ser polinémica
e Su grafica de debe estar interrumpida.

5.  Coémo se define la parte entera?

Responden en su gran mayoria: No la conocemos.

Tabla 1. Resultados de la prueba diagnéstica.

4.3.1 Comentarios. En la exploracion de ideas previas, se verifico que los estudiantes de

undécimo grado poseian algunos conocimientos muy intuitivos de limite y continuidad,

manifiestos en la idea, que:

e El limite de una funcién es un punto.

¢ La continuidad se identifica en una trayectoria que no se rompe, que no presenta saltos o

interrupciones. El concepto lo manejan desde el mundo icénico.

e Personalizan el concepto de continuidad con el trazado de “la punta del marcador acrilico

dibujando sobre el tablero... un deslizamiento del dedo dibujando sobre el aire...”.




44 DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES PARA MEJORAR LA
INTERPRETACION DE LA LETRA COMO VARIABLE EN CONTEXTOS

FUNCIONALES QUE CONTIENEN LA FUNCION PARTE ENTERA.

Los resultados de la aplicacion y evaluaciéon de la guia didédctica (ver anexo 2) son
obtenidos a través del aprendizaje dirigido, en un ambiente dialégico donde la

construccién colectiva es incorporada a los constructos intrapersonales del estudiante.

En el trabajo en el aula con los estudiantes de undécimo grado del colegio “ Antonio Lenis”
de Sincelejo durante todo un periodo académico, se aplicaron las guias, para diligenciarlas
de manera individual-grupal y luego someterlas a puestas en comdn. Los resultados
respectivos se presentan en tablas descriptivas que condensan los contextos matematicos
en los que se interpret6 la letra como variable y las justificaciones correspondientes a cada

actividad.

Las tablas se presentan en las siguientes paginas.



CONCLUSIONES

Con el seguimiento y evaluaciéon de la guia didéctica para contribuir a mejorar la
interpretacion de la letra como variable se pueden inferir lo siguiente:

e Al enfrentar al estudiante con funciones reales cuyos patrones de variacion
diferentes de las funciones lineales o cuadraticas, como las escalonadas, permitié en
cierta medida, dotar de significado a la letra cémo variable. Esto se muestra cuando
son capaces de identificar las variables (dependiente e independiente), reconocer que
ambas “letras” representan un conjunto de nimeros que varfan, que cambian, no de
manera desordenada, si no que van amarrados, de acuerdo con una “ley” o ecuacién
(discusiones, comentarios, preguntas en clases).

e Los conceptos de continuidad o discontinuidad, limite de funcién, intervalos
contribuyeron a precisar que la variable independiente, recorre, se moviliza, por
todos esos segmentos de la recta real, tocando o no punto(s) extremo(s) en los
subintervalos. Construir particiones y aplicar la definicién de parte entera produjo
confusiones tales como entender “el mayor entero.... menor que...” lo que implicé
trabajar el orden en los reales.

e Las Representaciones tabular y gréficas, contribuyeron a entender el “enlazamiento
algebraico” entre las variables. Esto se mostré cuando completaban las tablas para
cada una de los tipos de funcién trabajados; hay poco uso y manejo de la calculadora
cientifica en el que la mayoria presentaron dificultades para introducir los datos, por

ejemplo, en funciones como se L 0 1‘()() = %
x—1 (X— 1)‘

e La exploracién de ideas y el fomento de conflictos sociocognitivos en los estudiantes
de undécimo grado, dejé tanto claridades como confusién en la comprensién de
algunos conceptos (en especial de continuidad).



RECOMENDACIONES

Siguiendo los referentes de la teoria genética de Vygotski, se consideran pertinentes:

e Enfrentar a los estudiantes desde el inicio de la variacién con multiplicidad de
patrones funcionales para que aprecien el cambio.

e Las funciones escalonadas, por su patrén de variaciéon particular, contribuyeron a
que se interpretara la letra como variable en términos de continuidad y limites
laterales y limite tinico.

e Se hace necesario aceptar lo que el estudiante trae al aula de clases para iniciar
una intervencion exitosa, en un ambiente dialégico y participativo.
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COLEGIO ANTONIO LENIS DE SINCELE]JO - UNIVERSIDAD DE SUCRE

| NOMBRE | CURSO

PRUEBA DIAGNOSTICA

X —4

X—

1. A partir de la siguiente funcién f(X)Z , x# 2 utiliza la calculadora para

completar la tabla de los diferentes valores asignados a X:

X 19 195 1999 [2001 |20l 21
F(x)

a) ¢Coémo se comporta f (x) cuando X esta cerca de 2?
b) ¢A qué valor tiende f (x) cuando X tiende a 2?

c) Utlliza la informacién dada en la tabla para trazar la grdfica de

f(X)z x x#2

1
2. Completar la siguiente tabla para la funcién £{x) = sen(—J ;
x—

X 0.5 0.75 09 0.99 0999 |1.001 |1.01 11 1.25 15

F (x)

a) ¢Cémo se comporta f (x) cuando X estd cerca de 1?
b) ¢ A qué valor tiende f (x) cuando X tiende a 1?

3. Responda:
a) Identifique el tema ;Cuadl es?

b) Analizando la respuesta 1b, escriba una notacién matemadtica que la represente.

4. ;Qué condiciones debe tener una funcién para ser continua en un punto x,?

5. ;Cémo se define la parte entera de un namero X?
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ANEXO 1. REVISION BIBLIOGRAFICA

En el contexto de la ensefianza y aprendizaje de la matematica escolar se estructuran los sistemas: numéricos,
geométricos y de datos. Para la construccién de los sistemas numéricos se debe familiarizar al estudiante a lo
largo de toda su vida estudiantil, con la familia de ntimeros y sus nuevas generaciones, los niimeros naturales,

los enteros, los racionales, los irracionales, los reales y los complejos. Ello se ilustra en la figura 1:

Figufa 1. Ampliacion de los conjuntosT

En los nameros naturales se imposibilita la solucién de ecuaciones x + a = o puesto que no hay un namero

natural a que satisfaga esta igualdad. El conjunto de los enteros Z nace como solucién a este problema pues

tiene dos subconjuntos importantes, los enteros positivos Z = {1,2,3,... } y los enteros negativos

zZ = {, -3,2,-1 } En los enteros, ecuaciones comoax =b con x€ Z no tienen solucién con a# o

A a no sea un multiplo de b, porque no existe ningin entero x multiplicado por a de b. Por lo tanto fue

necesario ampliar el conjunto de ntimero. Asi nace el conjunto de los racionales Q, que son ntimeros que

pueden escribirse como el cociente de dos enteros L4 con q#o, luego Q= { =/ P q

q q

eZAq#0 }.



Todo ntimero entero puede expresarse como racional con denominadores 1, es decir, para todon € Z, n= —

luego Z < (' Ademas se tiene que cualquier nimero decimal puede expresarse como un nimero decimal

periédico cumpliéndose también el racionamiento inverso, Existen expresiones decimales infinitas no

periddicas que corresponden a ntimeros no racionales.

La solucién de las ecuaciones x2 = 2, x3= 3, x=5 con x€ Q no tienen solucién; estas soluciones

corresponden a ndmeros no racionales o ntimeros irracionales, I.

Los ntimeros racionales o decimales periédicos y los ntiimeros irracionales o infinitos no periédicos, forman un

conjunto de ntimeros llamados los ntameros reales, R. R =Q U I, siendo Q U I, 1 C R, 1 ﬂ Q = ¢ .

La compresion del conjunto de los nameros reales, R se da por dos enfoques el aritmético y el geométrico. El
primero, considera los nimeros reales como conceptos primitivos que satisfacen a un cierto ntimero de
propiedades que se toman como axiomas. El segundo parte de la propiedad arquimediana; geométricamente
significa que cada segmento tan largo como se quiera, puede ser recubierto por un namero de segmento de
longitud positivas dadas, tan pequeria como se quiera, de manera similar a una regla corta que mide distancias

tan largas como se quiera colocandola consecutivamente.

LOS AXIOMAS. Se agrupan en forma natural, de acuerdo a la figura 2:

De cuerpo

Reales De orden

Del extrddio sup erij.r

v

A\ 4
De continuidad De completitud




Figura 2. Axiomas En El Sistema De Los Reales.

En el conjunto R de los ntimeros reales estan definidas las operaciones de adicién y multiplicacién con los
cuales se estructura un cuerpo:

AXIOMA 1: Propiedad conmutativa. x+y =y +x, Xy =yx

AXIOMA 2: Propiedad asociativa. x + (y+z) = (x+ty)+z, x(yz) = (xy)z

AXIOMA 3: Propiedad distribuitiva. x(y+z)=xy + xz

AXIOMA 4: Existencia de elementos neutros. Existen dos ntimeros reales  distintos, que se indican por 0 y 1
tales que para cada nimero real x se tiene:

O+x=x+0=x y lLx=x.1=x

AXIOMA 5: Existencia de negativos. Para cada ntmero real x existe un nimero real y tal quex +y =y + x =
0.

AXIOMA 6: Existencia del reciproco. Para cada ndmero real x + 0 existe un ntimero real y tal que xy = yx =

AXIOMA DE ORDEN: Establecen una ordenacién entre los nameros reales, para decidir si un ntimero real es

mayor o menor que otro.

Se supone que existe un cierto subconjunto R* C R, llamado conjunto de ntimero positivo que satisfacen los

tres axiomas de orden siguientes:

AXIOMA 7: Si x e y pertenecen a R+, lo mismo ocurre a x+y y xy.

AXIOMA 8: Para todorealx# 0, o x€ R, pero no ambos.

AXIOMA9: 0¢ R

Ahora se puede definir los simbolos <, > < ¥ 2> llamados respectivamente menor que, mayor que, igual o

menor que, e igual o mayor que, de la manera,

x <y significa que y-x es positivo.



x >x significa que x <y.
x £ ¥ significaqueox<y o x=y.

y 2 X significaquex < y.

Por lo tanto, se tiene x >0 siy sélosi, x es positivo. Six<0 se dice que x esnegativo: Six >0 se dice que x
es no negativo. El par de desigualdades simultaneas x<y, y<z se escriben frecuentemente en la forma mads

breve x<y<z; interpretaciones andlogas se dan a las desigualdades compuestas x< y< z x <y< z

x< y< z.

A partir de los axiomas de orden se pueden deducir las reglas usuales del cdlculo con desigualdades.

Es licito utilizar las palabras nimero real y punto como sinénimo. Esta consideracién fundamenté la
interpretacién geométrica de los ntimeros reales como punto de una recta, cada ntimero real corresponde a
uno y sélo un punto de la recta y, reciprocamente, cada punto de la recta a un nimero real y sélo uno

(Relacién biunivoca).

Geométricamente la relacién de orden de los ntimeros reales se interpreta asi: los ntimeros positivos estan a la
derecha del cero y los negativos a la izquierda; si x<y, el punto x estd a la izquierda del punto y; sia<b un

punto x satisface las desigualdades a<x<b, siy solosi x esta entre a y b. Ello se ilustra en la figura 3.

A
v

A
v

!

Sentido negativo Sentido positivo




Origen
Unidad de medida

Figura 3. Recta real.

A partir de su representacion grafica, se puede ilustrar el axioma de continuidad o completitud. Conviene

introducir para ello la terminologia y notacion especial:

Sea un conjunto no vacfo de nimeros reales y supongamos que existe un namero B, tal que S esta acotado
superiormente por B. El ntimero B se denomina una cota superior B € S, entonces B se llama el elemento

maximo de S. Si existe, a la suma un B que sea elemento maximo se escribe B = max

Be SAx<BVx xel)

Definicién de extremo superior. Un ntimero B se denomina extremo superior de un conjunto no vacio S, si B
tiene las dos propiedades siguientes:
a. Besuna cota superior deS.

b. Ningtan ntimero menor que B es cota superior para S.

TEOREMA. Dos ntimeros distintos no pueden ser extremos superiores para el mismo conjunto.

El axioma del extremo superior o de completitud para el sistema de los nameros reales, plantea que, “Todo
conjunto no vacio S de nimeros reales acotado superiormente posee extremo superior; esto es, existe un

namero real B tal que B =Sup §”.13

En el lenguaje matematico el término “cota”, lo que en lenguaje corriente, espariol, se usa como sinénimo de
limite. La idea de limite es asumida como un tope, una barrera que no se puede franquear; técnicamente, es un

término de rigurosidad matemaética.

13 APOSTOL, Tom M. Calculus. Vol. I. México: Editorial Reverté, 1980, pP-
30-31.



En el sistema de los reales como resultado de la ampliacion de los conjuntos numéricos, se dan muchas
interpretaciones de la letra. Al respecto, Kiicheman!4, presenta un trabajo investigativo realizado con 5000
estudiantes de educacion secundaria. Una de esas interpretaciones considera la letra como variable, es decir, la
letra representa un rango de valores y el muchacho es capaz de describir el grado con el cual los cambios de un
conjunto se determinan por los cambios en otros. Este trabajo se adscribe a la interpretacién de la letra como

variable para producir una didactica grafica, en el analisis de funciones que contienen parte entera.

Se hace necesario, ademads, referirse a la terminologia y notacion de intervalos!>.

Intervalo abierto, se denota (a,b); (a,b) = {x:: a < x <b}. Graficamente, _ae_y/////////////A_b@_>

Intervalo cerrado, se denota [a,b] y se define como [a,b] = {x : x,a< x < by.

a b
Gréficamente, — @ e —

Intervalo semiabiertos o semicerrados (acotados).Se denotan:

b b
(a,b] a b [a,b) . b

Los intervalos infinitos o no acotados no se mencionan por la pertinencia del trabajo didactico que se pretende
elaborar (las funciones que contienen parte entera utilizan, segmentos, representativos de subconjuntos

finitos, en R.

Luego, de hacer un esbozo de los ntimeros reales se introduce el concepto de funcién real de variable real, en
especial, las que contienen parte entera. Seguidamente, se tratard la transferencia a otros contextos
disciplinares, atendiendo a la didé4ctica, para que el estudiante de undécimo grado pueda acceder

creativamente.

4 Kiucheman. Children Understanding of numerical variables, En:

Mathematics in School, 7(4), 1978, p. 23-26.
! PEREZ A., Jorge; CARO M., Victor. OBONAGA G., Edgar. Matematica 6:
Introduccidén al Célculo. Santafé de Bogotd: PIME editores, p. 1986.



Usualmente, las funciones se denotan por las letras f, g, h, F, G, H. Si f es una funcién, entonces, {(x), 1éase, f en
x 6, simplemente, “fx”, denota el segundo elemento del par ordenado cuyo primer elemento es x; f(x) se llama

valor de la funciéon. Una funcién real de variable real puede escribirse, f = {(x, f(x)): x € Ds}.

FUNCIONES REALES GRAFICA
Constantes. Una funcién cuyo recorrido consta de un
solo ntimero.
C f(x)= ¢
< £ >
FUNCIONES REALES GRAFICAS
A
De la forma g =ax +b ¢ funciones lineales.
~N
Identidad, denotada por I, es la funcion que tiene R, ™~

como su dominio y como su regla de correspondencia
I(x)=x.

6,£45°

Valor absoluto, denotada por | | es la funcién con
dominio Ry regla de correspondencia,

Raiz cuadrada, es le funcién con dominio del conjunto | 4
de todos los ntimeros reales no negativos y con regla ,

v




de correspondencia:

W X es el nimero no negativo cuyo cuadrado es x.

FUNCIONES REALES

Potenciales. Para un entero positivo n, sea f la funcién
definida por f(x)= x» para todo real x.

Sin =1 equivale a la funcién identidad; sin = 2, es la
cuadratica y su grafica es una parabola; si

n =3, corresponde a la funcién cabica.

GRAFICAS
f(x)= x2

N

f(x)= 3 ﬂ

Exponenciales. Se llama funcién exponencial de base
a a la funcion f definida por y = ax (a> 0). Su d ominio
de definicién es el conjunto de los ntimeros reales y su
dominio de imdgenes es 0<y< 0, sia # 1.

Una funcién importante, de este tipo, son las de base
e(e~271828), y =ex

ax con a<1 axcon a>1

N
42440 |
/

——+

Logaritmo, L(x), es la funcién inversa de y = ax.

a>0, a#1; se denota por Y = Loga x, y se llama
logaritmo de x en base a. Df = R*y su dominio de
imagenes es R.

Y=log.x, con a<1 Y=logax, con a>1

[




Funciones trigonométricas de ntimeros reales. Son de

. Y =sen x
la forma y =sen x, y =cos x, y =tan x y sus inversas. s¢
También se les conoce como funciones circulares.

{ \/J \JI_\/J 1

Funcién escalonada. Una funcion s, cuyo dominio es | Bjemplo de una particion de Ya,b]:

el intervalo cerrado [a,b] se dice que es una funcién | e . . o 77 . .
escalonada, si existe una particion P = {xo, x1,...xn} de | a=xo X1 X2 ... Xk1 Xk...Xn-1 Xn=b
[a,b]tal que s es constante en cada subintervalo abierto

de P. Es decir, para cada k = 1,2,3..n existe un namero - e

real sy tal que: s(x)= sk si X1 < X <X

A veces las funciones escalonadas se llaman funciones —

constantes a trozos. e

La funcicn ndmero prima Para cualquier x>0, sea 77 (x)

el nimero de ndmeros primos menores o iguales a x.
El dominio 77 es el conjunto de los ntimeros reales
positivos. Su recorrido es el conjunto de los enteros no

negativos.

En la gréfica, cuando x crece los valores de la funciéon | T o——
7T (x) permanece constante hasta que x alcanza un

ntimero primo, en cuyo punto es el valor de la| | *————

funcién presenta un salto igual a 1.

En dlgebra de funciones, se establece el calculo con funciones reales operando, como si se tratara de ntimeros
reales. Se tiene entonces lo siguiente:

Definicién’6. Si f y g son funciones reales, con dominio, D¢ y Dy, respectivamente, entonces, f+g y f.g son
funciones con dominio Df M D, y reglas de correspondencia:

[f+5]() = £(x)+g ()

[£.g100) = £()-g(x)-

Es decir, el valor de f +g en x es la suma de los valores de fy g en x, y el valor de f.g en x, es el producto de los

valoresdefy g enx.

f+g={(x, fx)+ gy xe€ D, N D,}

Asi pues, el valorde flg = {(x,f(x).g(x)): x € D[ M Dg}

'°HAASER., Norman\&; LASALLE, Joseph P. y SULLIWAN, Joseph A. Op. Cit
135.




Esta propuesta pedagogica esta centrada en el estudio grafico de las funciones reales de variable real, en

particular, aquellas que contienen parte entera. Es por ello que se dedica la mayor atencién a este tipo de

funciones.

DEFINICION DE FUNCION PARTE ENTERA.. También

Entero. Se denota vy

regla de correspondencia,

n<x.

denominada Maximo

cuyo dominio los reales y con

el mayor o méximo entero n, tal que

La funcién [x] se inscribe dentro de las escalonadas, que necesariamente implicitan el manejo de la notacién y

terminologia de intervalos para la determinacion de particiones en el k-ésimo subintervalo en los reales.

Tenemos que, [2.5]= 2, [-2]= -2, [2.5]= -3; [\/E]= 1, en general, si k es un entero y k< x<k+1, entonces,

[x]=k, donde k. € Z . Su construccién grafica no es continua, ya que la curva representativa tiene rupturas!”.

Sean f(x) =[x] y g(x)= [2.x] para todo real x. En cada caso dibujar la grafica de la funcién h definida en el

intervalo [-1,2] por la férmula dada:

h(x)= f(6)+g(x)

X
h(x)= )+ g (Ej

h(x)= f(x).g(x)

1 b'e
h(x)= Z f(z)().g(zj

En cada uno de los casos, f representa una funcién definida en el intervalo [-2,2] por la férmula que se indica.

Dibujense las gréficas correspondientes a cada una de las funciones f. Si f es una funcién escalonada, encontrar

la particion P de [-2,2] tal que f es constante en los subintervalos abiertos de P:

()= x+[x]

f(x)= x-[x}

f0)=[x]

17

Ibid., p. 132-133.



f(x)=2.[x] 1 1
f(x)= +— f(x)= [x]+ +—
= x 5 =[x+ | x 5

En cada caso, dibujar la grafica de la funcion definida por la férmula que se da:

a. fx)= lV XJ para0 < x<10

b.  f(x)= [X2 ] para0< x<3

c f(x)= \/mparao <x<10

d. f(x)= [X]2 para0< x<3.
Demostrar que la funcién parte entera tiene las propiedades que se indican:

a. [x +n]= [x]+n para cada entero n.

-[x] si x entero
b. [x]=

-[x]-1, en otro

caso.

¢ [xHyl=Ix*lylo x+ [yl+1

1
d. Rx]=[+ | x+—
[2.x]=[x] [X 2}

B.x]=[x] + UL B .
e. 2.X| = |X - -
3 3

Se presenta a continuacién el desarrollo de los planteamientos anteriores:



f(x)= x-[x]

Si—-2< x<-1=-[x]=21luego, f(x)=x + 2

Si —1< x<0= x]0—(=1) =1, luegof{x) = x+1
Si 0< x<1=—[x]=—(0)=0,/uego, f(x)=x
Sil< x<2=—[x]=—~(-) =1 luegof(x) = x—1
Si x=2=x]=—(2,lueco A% =x-2

f()=[x]

Si

~2< x<—1= [~ 5= ~(2), luego f(x)=2
Si —1< x<0=[-x]=—(0)=0./uego fi=1
Sio<x<l=[-x=—(-1)=1, Ax)=-1

5i10< x<2=[-x=-(0)=0, , Ax)=0

Sil<x<2=[-x]=-(1)=-1 luego, A(x)=-1

Six=2 = [-x]=-(2)= -2, luego, f(x)=-2.

f(x)=2.[x]
Si —2SX<—1:>[X]=—2, f(X)zZ(—2):—4

Si
1< x<0=>[x]=-1, luego, Ax)=2(-1)=-2

Si0< x<1=[x]=0, luego, A(x)=2(-1)=-2

Sil<x<2=[x]=1, Ax=201)=2
Six =2 = [X]: 2, luego, f(x) =2(2)=4

2
. .............
1 *———
< ® >
1 2
.—_




3 1
f(x)= [X+ E}

Sean=x+ 2, luego,

n—-1<x<

>

n< X+l<11+1; n—lé x< n+l—l'
2 2 2

f(x):[ﬁ{ﬂﬂ, en [-2.2]
5i ~ 2<X<—5:>f() [x]+ [ —}=—2+<—2>=—4
Si—%SX<—1:>f(X)=[X]+|:X+E:|=—2+(—1)=—3

Si —1<x<7:>f( [x]{ —}=_1+(_1):_2 1

Si—%SX<O:>f(X)=[X]+[X+E}=—l+(0)=—l .
Si0<x<— :>f( [X][ 1}=0+0=0
2 2
Si%ﬁx<l:>f(x)=[x]+[x+%}=0+1=1 *—

5
L

[§5)
Il

+

1+2=3

SIl<X<2:>f( [x][ 1}
:

SI%SX<2:>f(X)=[X]+|:X +—

SI x=2= f(x)=[;d+[x+ﬂ:2+2:4

f(x)= w/ para0<X<lO




Sin=
I&J:nﬁx/}<n+1:>n2 <x<(n+1) nez

si n=0, 0< x<1=> [\/x]=0
Si n=1, 1SX<4:>l\/}J:1
Si n=2, 4< x<9 = [\x|=2

Si n=5, 9< x< 16 = |\/x|=3

(3= para 03]
Sin-[¥]= n< ¥ <n+l=> Vo< x<atlnez'
Si n=0, 0< x<1=> [ ]=0
Sin=1, 13x<\/5:>[x2]=1
sin=2, V2 <x<3=[¥]=2
Sin=3, V3<x<2=[¥]=3
Sin=t, 2< x<5 = [¥]=4
sin-5, V5 <x</6 = [¥]=5
Sin=6, V6 < x<+7=[¥]=6
sin=7, V7 <x<8=[x]=7
Sin-8, \/8 < x<3 =[x ]=8

Sin=9, 3< x<~/10 = [¥|=9




()= [x] para 0<x<10

0= VI para 0<x<10

Para: 0 <x<I=[x=0=[x=+0=0
1<x<2=[x=1=/[x] =1 =1
2<x<3=[=2y[d=Vv2 =42
3<x<4=[A=3=[x]=V3=13

1<x<5=[x=4=[=+4=2
s5<x<6=[x=5=[x=+5=45

6<x<7=[x=6=[x] =6 =6
7SX<8:[X]:7:\/W=\/7:\/7
8<x<9=[x]=8=[x]=/8=18

9< x<10,= [x]=9 A4[x=+9 =3




Si f(x [)d para 0<x<3

0<x<l=[x]=0= Ax=[x] =0 =0
1<x<2=[x]=1= Ax=[+ =1" =1

2<x<3=[x]=2= Ax) =[x =2° =4
x=3=[x]=3= Ax)=[+ =3>=9

[X+ 11] = [X] +1n para cada enteron
Prueba: Sea k= [X+ 11], kez

Estosiysbélosi k< x+n< k+4 def deentero mayor

= k—n<x<(k-m+l, k—-nez

= [x]=k-n def [4]

= [X]+11:k

[— X] { - [X si X es entero

[X] 1 en otro caso

Prucba: Sixe z entonces [x]=x asi
[H=-

Como xx€ z [lenemos que —XEz
Entonces [— )d = —-x(2)

Luego de(1)y @) —[x]=[- A

Six¢ z enfonces dpez ial que




p< x< p+l siendo asi [X]: p D

Comox & z enfonces —X¢&z

De (1) tenemos que -(p+1) <—x<-—p
De donde [— X]Z -p—1

-

[+ yl=[d+l] 6 [d+[y]+1
*Sixye/ = x+tyez
=[x+ y]=x+ y=[x+]]

* SixezZy¢z

Seanec z 1al que n=|[y]

Entonces [X+y]= X+[y]= X+11:[X]+[Y]

Sixx,yez AN y&z

Tenemos que [X] =X

ast [+ 1= v+ ]

De donde por (a) tenemos que x+ [y] = [X+ y]

rst [+ []=[er ]

Si (x)y(y) € z

Sea [xl=n y [y|=k onkez







