1

Construccion de Interacciones Selectivas Bimodales del Campo de Radiacion

Juan Diego Barreto Rodriguez

Universidad de Sucre

Facultad de Educacion y Ciencias, Departamento de Fisica

Sincelejo, Colombia

2023



Construccion de Interacciones Selectivas Bimodales del Campo de Radiacion

Juan Diego Barreto Rodriguez

Trabajo de grado para optar al titulo de:

Licenciado en Fisica

Director:

Dr. Wilson Enrique Rosado Mercado

Universidad de Sucre

Facultad de Educacion y Ciencias, Departamento de Fisica

Sincelejo

2023



Dedicatoria

Este trabajo va dedicado a todas esas personas que tienen un gran valor significativo espiritual y
moral en mi vida, esas mismas con las que he compartido y las cuales me han inspirado de alguna
manera a superarme cada dia. Por eso este trabajo va dedicado a mis padres, hermanos y demas
familiares, los cuales me han acompanado y brindado su apoyo en todo mi proceso de superacion.
Este trabajo también va dedicado a mis amigos, compafieros de estudio, todo el cuerpo de
profesores que me han formado en mi proceso educativo y aquellas personas de alguna manera

hacen parte de este gran logro.

Dedicado a todos los jovenes que buscan superarse por medio de la educacion.

A mi hijo Luam Manuel Barreto Yepes



Agradecimientos

Ante todo agradezco a mi Dios, por darme la dicha y la fortuna de hoy dia cumplir uno de los
grandes propdsitos que tengo ser un profesional y compartirlo con todas aquellas personas que
son muy importantes para mi. Agradezco profundamente a mi profesor y hoy dia director de
trabajo el doctor Wilson Enrique Rosado Mercado, por depositar confianza y credibilidad en mi
para que este trabajo fuera hecho toda una realidad. Agradezco el apoyo incondicional de mis
padres por guiarme y conducirme por el camino correcto, por enseflarme que se logra mucho mas
haciendo las cosas buenas “haga el bien sin mirar a quien”, gracias por ensefiarme a trabajar
honradamente, gracias por ensefiarme a compartir con todas las personas sin importar su estatus u
condicidn, gracias por ensefiarme esos maravillosos principios y valores que hoy dia caracterizan
mi forma de ser, gracias Claudia Patricia Rodriguez Mercado por ser mi madre y ejemplo a seguir,
gracias Eduin Manuel Barreto Huertas por ser mi padre y por ensefiarme a vivir sanamente
inculcando en mi el buen trabajo y el ser social. Agradezco a mis hermanos quienes confian
mucho en mis capacidades y quienes me ayudaron tanto moralmente como econdmicamente para

que esto fuera posible.

Quiero agradecer a los establecimientos educativos donde realice mis estudios de primaria
(Centro Educativo Indigena Siloe), de bachiller (Institucion Educativa Indigena Técnico
Agropecuario de Escobar Arriba) y pregrado (Universidad de Sucre), gracias por la formacion
que me brindaron en los afios que hice parte de ustedes. Gracias al programa de Licenciatura en
fisica, gracias a los profesores de la facultad de Educacion y Ciencias por guiarme y ayudarme a
cumplir este proposito en mi vida. Agradezco a mis compaiieros de estudios, Elkin Diaz
Palomino, Jesus Polanco Garcia, Dainer de la Rosa Mejia, Mairy Yepes Berrio, Cristian Sierra,

entre otros, por acompafiarme a construir este proceso.

Gracias todos mis familiares y amigos que siempre creyeron en mis capacidades como estudiante

y me dieron alientos de superacion, gracias por esos concejos que siempre fueron de gran



necesidad, porque nunca esta demas un buen concejo y esos fueron los que sobraron de parte de

ustedes.



Resumen

Las interacciones selectivas de un modo de cavidad, en las cuales una excitacion de un modo del
campo de radiacion es confinada entre dos estados de Fock seleccionados controladamente, han
sido objeto de estudio para aplicaciones como la generacion y reconstruccion de estados
cuanticos, operaciones logicas cuanticas, preparacion de estados entrelazados atomicos y del
campo de radiacion. Todas estas de mucho interés en ciencias de la informacion cuantica. En este
trabajo, se extendio la selectividad de manera simultanea a dos modos de cavidad, logrando asi
interacciones selectivas biliniales. Las cuales han sido obtenidas en dos configuraciones de
niveles atdbmicos y como resultado se obtuvieron dos tipos de interaccion selectiva bilineal. Las
interacciones logradas para ambos casos son validadas numéricamente usando parametros tipicos
de cavidades en el régimen de la electrodindmica cuantica, en las cuales se comparo la evolucion
de las poblaciones de los subespacios seleccionados obtenidas del Hamiltoniano total, con las
oscilaciones sinusoidales de Rabi derivadas de las dinamicas efectivas disefiadas, demostrando

que los Hamiltonianos disefiados actiian efectivamente solo en los estados seleccionados.

Palabras Claves: Hamiltoniano, Interaccion, Bimodal, Efectivo, Selectivo.



Abstract

Selective cavity-mode interactions, in which an excitation of a radiation field mode is confined
between two controlledly selected Fock states, have been studied for applications such as
quantum state generation and reconstruction, quantum logic operations , preparation of atomic
entangled states and radiation field. All of these are of great interest in quantum information
science. In this work, the selectivity was extended simultaneously to two cavity modes, thus
achieving bilinial selective interactions. Which have been obtained in two configurations of
atomic levels and as a result two types of bilinear selective interaction were obtained. The
interactions achieved for both cases are numerically validated using typical parameters of cavities
in the quantum electrodynamics regime, in which the evolution of the populations of the selected
subspaces obtained from the total Hamiltonian were compared with the Rabi sinusoidal
oscillations derived from the designed effective dynamics, showing that designed Hamiltonians

act effectively only in selected states.

Keywords: Hamiltonian, Interaction, Bimodal, Effective, Selective.
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Capitulo 1

Introduccion

La interaccion de un atomo de dos niveles de energia con un sistema de dimension infinita es uno
de los modelos cudnticos mas fundamentales, que describe la interaccion entre los sistemas de
variables continuas y discretas. Un ejemplo de lo anterior es el modelo de Jaynes-Cummings
(JCM por sus siglas en inglés), en el que un atomo de dos niveles interactia con un solo modo del
campo electromagnético (Jaynes y Cummings, 1963), cuyo espacio de Hilbert es de dimensioén
infinita. E1 JCM desde su realizacion experimental (Raithel et al., 1994), ha permitido grandes
avances tanto en el campo tecnoldgico como cientifico, es por eso que en los ultimos afios ha
tenido un acelerado desarrollo gracias al progreso de técnicas tedrico-experimentales que

permiten crear y detectar un foton, asi como por ejemplo estudiar un atomo dentro de una cavidad.

En el afio 1963 fue propuesto el modelo de Jaynes-Cummings para estudiar los aspectos clasicos
de la emision espontanea, que modela la interaccion de un atomo de dos niveles con un modo del
campo electromagnético presente en una cavidad. Actualmente este modelo se sigue utilizando
para describir la interaccion entre d&tomos y radiacion a nivel cuantico. En sus afios de vigencia
han propuesto muchas extensiones y modificaciones al modelo aportando gran cantidad de
nuevos efectos que ponen de manifiesto la naturaleza cudntica de la radiacion. Algunas de estas
modificaciones se logran en el régimen dispersivo, en el cual la desintonia &tomo-campo es lo

suficientemente grande como para que no se produzcan transiciones atomicas directas; sin

11
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embargo, se producen interacciones dispersivas entre el atomo y el campo de cavidad (Garcia et
al., 2019). El modelo de Jaynes-Cummings despierta un gran interés ya que muchas de sus
predicciones son verificadas en forma experimental, ademas es posible realizar interacciones del
tipo Jaynes-Cummings en cavidades de alta fineza, y también en forma efectiva en trampas

i0nicas y circuitos superconductores (Huerta y Rodriguez, 2016).

La ingenieria de Hamiltonianos enfoca sus esfuerzos tedricos para facilitar la experiencia en la
manipulacion de los estados del campo de radiacion o la materia mejorando cada vez mas la
fidelidad de los estados producidos. Es por esto que la comunidad cientifica trabaja intensamente
en la exploracion de esquemas mas eficientes y robustos que permitan un mayor control sobre la

manipulacion de los estados cuanticos.

Entre estos esquemas propuestos, con lo que tiene que ver con el campo de radiacion, se
encuentran las interacciones selectivas, llamadas asi porque una excitacion de un modo del campo
de radiacion esta confinada unicamente entre dos estados de Fock del espacio de Hilbert infinito
que constituye la base del campo de radiacion. Estas interacciones selectivas, ya han sido
aplicadas con éxito en la generacion y reconstruccion de estados cuanticos (Santos et al., 2001),
operaciones ldgicas cudnticas (Solano, 2005), preparacion de estados entrelazados atdmicos
(Youn et al., 2007), preparacion de estados estacionarios de Fock y estados entrelazados del
campo de radiacion, asi como también la implementacion de una tijera cuantica (Prado et al.,
2014; Rosado et al., 2015; De Moraes Neto et al., 2014). Recientemente, se implement6 la
interaccion selectiva de k-fotones en los regimenes de acoplamiento fuerte y ultra fuerte del
modelo cuantico de Rabi (Cong et al., 2019), tales procesos multifotonicos cobran mucho interés

para aplicaciones en ciencias de la informacion cuantica (Villas y Rossatto, 2019).

Por todo lo aqui mencionado, en este trabajo se propone extender las interacciones selectivas de
un unico modo, a interacciones selectivas multimodos, especificamente al caso particular de

interacciones selectivas bilineales mediante &tomos multiniveles y su interaccion con cavidades
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bimodales. Las interacciones disefiadas en este trabajo seran base de estudios a futuras posibles
aplicaciones, como por ejemplo la proteccion de estados entrelazados del campo de radiacion y

compuertas logicas cuanticas.

Sobre este Trabajo de Grado

Este trabajo de grado busca construir Hamiltonianos selectivos en cavidades opticas bimodales
del campo de radiacion en el régimen de la electrodindmica cuantica de cavidades, para dos
configuraciones atomicas de cuatro niveles de energia. Para alcanzar dicho objetivo, este trabajo
se ha distribuido de la siguiente manera: El capitulo 2, se presentan los fundamentos teoricos los
cuales inician con la cuantizacion del campo electromagnético para campos de un modo de
cavidad y campos multimodos, seguido de ello se muestra el modelo de Jaynes-Cummings
(JCM), finalizando con la teoria de Hamiltonianos efectivos de James y Jerke. El capitulo 3, inicia
con el método general que permite la construccion de interacciones selectivas a partir de un
Hamiltoniano efectivo, continuando con la construccion y validacion de las interacciones
selectivas de cavidad bimodales (para dos casos considerados), las cuales son el propdsito y
funcion de este trabajo. En el capitulo 4, se muestran las conclusiones obtenidas, para dar por

finalizado el trabajo.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo General

 Construir Hamiltonianos selectivos en cavidades que soportan dos modos de vibracion del

campo de radiacion en el régimen de la electrodinamica cuéantica de cavidades.

1.1.2  Objetivos Especificos

 Realizar la generalizacion de la técnica de Hamiltonianos selectivos de un solo modo de

cavidad a Hamiltonianos selectivos multimodos (Bimodales).

* Aplicar la técnica de interacciones selectivas multimodales al caso particular de

interacciones bilineales.

» Comprobar la validez de las interacciones selectivas construidas, utilizando la herramienta

de célculo Qutip.



Capitulo 2

Fundamentos teoricos

En este capitulo se muestra la forma en como el campo electromagnético de un modo de vibracion
pasa de su estado cléasico a un estado totalmente cuantificado y asi considerar el caso para el
campo a diferentes modos de vibracion y el caso cuando hay presencia de un atomo en el campo
electromagnético para asi describir la interaccion que estos generan mediante condiciones que
favorecen su interpretacion, como es el caso de un atomo de dos niveles interactuando con un
campo de un solo modo de vibracidn, hasta llegar a considerar el mismo atomo con un campo de
varios modos de vibracion. También se muestra el método para la construccion de dindmicas

efectivas las cuales son el eje fundamental de este trabajo.

2.1 Cuantizacion del campo electromagnético

En esta seccion se presenta la cuantizacion del campo electromagnético, con particular atencioén
en la interpretacion del fotdn como una excitacion elemental de un modo normal del campo. Se

comienza con el caso de un campo unimodal confinado en paredes conductoras en una cavidad

15
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unidimensional, y luego se da una interpretacion a los campos multimodos.

2.1.1 Cuantizacion de un campo unimodal

La cuantizacion del campo de un solo modo se desarrollada considerando que el campo de
radiacion esta confinado en una cavidad en z = 0y z = L, como se muestra en la figura (2.1.1).
Dado este esquema, el campo eléctrico se anulara en las fronteras y tomara la forma de una onda
estacionaria. Se supone también que no hay fuentes de radiacion y que el campo eléctrico esta
polarizado a lo largo de la direccion x, de tal manera que E(r,t) = e, F_(z,t), donde e, es un
vector unitario de polarizacion. Asi, las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre estan dadas en

unidades del sistema internacional (SI) por:

OB

E=—F+ 2.1.1
V x 5 ( )

OE
B = — 2.1.2
V x Ho=o 5, ( )
V-B=0 (2.1.3)
V-E=0 (2.1.4)

El campo eléctrico unimodal que satisface las ecuaciones de Maxwell y estas condiciones de

contorno estan dadas por,

2w? /2
E_ (z,t) = (V_eo> q(t)sin(kz) (2.1.5)

Donde w es la frecuencia del modo y £ es el nimero de onda relacionado con la frecuencia por
k = w/c, V es el volumen efectivo de la cavidad y ¢(¢) es un factor dependiente del tiempo que
tiene dimension de longitud y actuara como una posicion canonica. La condicion de frontera en

z = L produce las frecuencias permitidas w,,, = ¢ (m7/L) ,m = 1,2, ... El campo magnético en la
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Figura 2.1.1: Cavidad optica con paredes perfectamente conductoras situadas en z =0y z = L,
donde el campo eléctrico esta polarizado a lo largo de la direccion x y el campo magnético a lo
largo de la direccion y. Tomada de Hernandez L, (pag. 5), 2017.

cavidad se obtiene a partir de las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.5), esto es B(r,t) = e, B, (z,1)

2w? 2
0.8, = o () dt0sin(ha)

integrando se obtiene

1/
B,(2,t) = (%) (%) i(t)cos(k=2) (2.1.6)

Aqui, §(t) desempefia el papel de un momento candnico para una particula de masa unitaria, es
decir p(t) = ¢(t). La energia clasica del campo o Hamiltoniano H, del campo unimodal esta dada

por

o=y fav] :
. = = [ dV | E%(r,t +—B2r,t}
; B (1) + B,

~ 1 1

Ko

A partir de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.6), se puede notar que

H, == (p* +w?q?) (2.1.8)

N | —

Es evidente que un campo unimodal es formalmente equivalente a un oscilador arménico de masa
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unitaria, donde los campos eléctrico y magnético, aparte de algunos factores de escala,
desempefian los roles de posicion y de momento candnico, respectivamente. Los libros de texto
sobre la mecanica cuantica discuten la Cuantizacion del oscilador armoénico unidimensional. Aqui
se toma el planteamiento de que habiendo identificado las variables canonicas ¢ y p para el
sistema clasico, simplemente se usa la regla de correspondencia para reemplazarlas por sus
equivalentes operadores ¢ y p, asi como se muestra en (Hernandez, 2017). Estos operadores deben

satisfacer la relacion de conmutacidon canodnica

4,p) = ihl (2.1.9)

A partir de ahora se sigue la costumbre y se descarta el operador de identidad I y se escribe

[, p = ih] . Asi, los campos eléctricos y magnéticos se convierten en los operadores

~ 20 e
E_ (z,t) = (W) q(t)sin(kz), (2.1.10)
0
A oo 2w? 1/2A
By(z,t):< . >(V_50> B(t)cos(kz2) (2.1.11)

respectivamente. El Hamiltoniano se convierte en

~

H, == (p* +w*q?), (2.1.12)

DN | —

Los operadores ¢ y p son hermiticos y por lo tanto corresponden a cantidades observables. Sin
embargo, es conveniente y tradicional introducir los operadores no-hermiticos de aniquilacion (a)

y creacion (a') a través de las combinaciones

1
a= wq + ip 2.1.13
57— (Wi + D) (2.1.13)
- 1 S
al = (wq —1ip) (2.1.14)
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Asi, los operadores de campo eléctrico y magnético se pueden reescribir como

~

E,(z,t) = &y (a+al) sin(kz) (2.1.15)

B,(z,t) = BO% (a—ah) cos(kz) (2.1.16)

donde &, = (hw/ 50V)1/ Yy By = (1o/k) (ghw?/ V)l/Q, representan respectivamente los campos

eléctrico y magnético por foton. Los operadores a y a' satisfacen la relacién de conmutacion
la,a’] =1 (2.1.17)

y como resultado el operador Hamiltoniano toma la forma

N 1
H, = hw (a*a+§> (2.1.18)

Hasta ahora no se ha dicho nada de la dependencia temporal de los operadores @ y a'. Para un

operador arbitrario 0) que no tiene dependencia explicita del tiempo.

La ecuacidén de movimiento de Heisenberg dice que
(2.1.19)

Para el operador de aniquilacion a esto se convierte en

da i n
= - Zl|H.a
di h[ 4]
da i 1
g@a _ ¢ AT
7 h[hw(a a+2>,a}
% — iw(afaa —aa'a)
o
d—‘; = iwla,atla
da o

= —iwa

dt
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que tiene la solucion

a(t) = a(0)e ! (2.1.20)

Por el mismo método, o simplemente tomando el conjugado hermitico de la ecuacion (2.1.20), se
obtiene

at(t) = a'(0)e™! (2.1.21)

El operador producto a'a es llamado el operador niimero y se denota como 7. Ademas, |n)

denota un estado propio de energia del campo unimodal con valor propio energético E, , tal que

~

1
H,|n) = hw <5ffa + 5) In) = E,, |n) (2.1.22)

Si multiplicamos la ecuacion (2.1.22) por afentonces podemos generar una nueva ecuacion de
valor propio

1
hw (aTaaT + 5@) In) = E, a' |n) (2.1.23)

Usando las relaciones de conmutacion de la ecuacion (2.1.17) podemos escribir esto como

1 .
hw [(afa —a') + 5&} In) = E,a' |n) (2.1.24)

hw (&TEL + %) (@' |n)) = (B, + hw) (a' |n)) (2.1.25)

Que es el problema de valor propio con el estado propio (dT |n)) con el valor propio de energia
E,, + hw. Ahora deberia quedar claro por que afse llama operador de creacion: crea un “cuanto”
de energia fw. También se podria decir de manera bastante abierta, que a' crea un “foton” de
energia Aiw. De manera similar si multiplicamos la ecuacion (2.1.22) por el operador a y usamos

la relacion de conmutacion, obtenemos

H,(aln)) = (E, —hw) (@ |n)) (2.1.26)
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Donde es evidente que el operador a destruye o aniquila un cuanto de energia o foton, el estado
propio a|n) que posee el valor propio de energia £, — hw. Evidentemente, repitiendo el
procedimiento de la ecuacion (2.1.26) resultard en la disminucion del valor propio de energia en
multiplos enteros de hw. Pero la energia del oscilador armoénico siempre debe ser positiva, por lo
que debe a ver un valor propio de energia mas bajo, £, > 0, con el estado propio correspondiente
|0) tal que

H,(a]0)) = (Ey — hw) (a[0)) (2.1.27)

por lo tanto, se concluye que

a0y =0 (2.1.28)

Donde el estado |0) se conoce como estado vacio o estado base, por tanto se puede conocer la
energia del estado base

- 1 1
H,|0) = hw (a*a + 5) 0) = 5/ |0) (2.1.29)

de modo que el valor propio de energia mas baja es la llamada energia de punto cero Aiw/2. Dado

que £, ; = E, + hw, los valores propios de energia son
1
E, =hw <n+§> ,n=0,1,2, .. (2.1.30)

Estos niveles de energia se representan, contra el potencial del oscilador armonico, en la figura

(2.1.2) Asi, para el operador numérico 7 = a'a tenemos
nin) =n|n) (2.1.31)

Estos estados numéricos deben normalizarse de acuerdo con (n [n) = 1. Para el estado a |n)
tenemos

alny =c,|n—1), (2.1.32)
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[
n

| I."I .%(Zn +1)hw
'*.I
. \\\ llllln’l .
n= 2\ f%hw
n=1 ghw
n=20 %hw

Figura 2.1.2: Niveles de energia del oscilador armonico. Tomada de Hernandez L, (pag. 9) 2017.

donde c,, es una constante por determinar. Entonces el producto interno de a |n) consigo mismo es
((na?) (@[n)) = (n|ata|n) = n,

((nla") (@[n)) = (n =1 cpe, [n— 1) = |e7]

(2.1.33)
y asi ‘0721‘ = n entonces podemos tomar ¢, = 1/n, por lo tanto
aln) =+v/njn—1) (2.1.34)
del mismo modo podemos demostrar que
alln) =vn+1|n+1) (2.1.35)

A partir de este ultimo resultado, es sencillo mostrar que los estados numéricos |n) pueden

generarse a partir del estado base|0) mediante la accion repetida del operador de creacion a':

In) = ﬂ |0) (2.1.36)

Debido a que H, y n son hermiticos, los estados de diferente nimero son ortogonales, es decir,
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(n’| |n) = 4,,,,, ademas, los estados numéricos forman un conjunto completo, es decir

nn’>»

S ) fn] = 1 @137
n=0

Los tnicos elementos de matriz que no desaparecen de los operadores de de aniquilacion y

creacion son

(n—1laln) =vn{n—1||n—1)=/n (2.1.38)
(n+1latn) =vn+1{n+1|jn+1)=vn+1 (2.1.39)

2.1.2 Campos Multimodos

Los resultados para el campo unimodal confinado a una cavidad se pueden generalizar a campos
de radiacion multimodos. Consideremos que estos campos estan en el espacio libre donde se
supone que no hay fuentes de radiacion ni cargas, por lo que las ecuaciones (2.1.1-2.1.4) aun se
mantienen. Los campos de radiacion eléctrico y magnético pueden expresarse en términos del

potencial vectorial A(r,t) que satisface la ecuacion de onda

1 9%A
2A—-—=—>=0 2.1.40
v c? Ot? ( )
y la condicion del calibre de Coulomb
V- -A(r,t) =0 (2.1.41)
donde
OA(r,t)
E(r,t) = — 2.1.42
(r7 ) 8t ( )
y

B(r,t) =V x A(r, ) (2.1.43)
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Ahora imaginamos que el espacio libre puede modelarse como una cavidad cubica de lado L con
paredes perfectamente reflectantes. La idea aqui es que L deberia ser muy grande en comparacion
con las dimensiones de cualquier cosa dentro del cubo con la que la radiacion podria interactuar
(por ejemplo, los atomos). También asumimos que L es mucho mas grande que las longitudes de
onda del campo. Todos los resultados fisicos obtenidos de dicho modelo deben ser independientes
del tamafio de la cavidad, ya que, una vez realizados todos los calculos, tomamos L — oo, tal

cual se muestra en (Gerry y Knight, 2005).

El proposito de la cavidad cubica es imponernos condiciones de contorno periddicas en las caras
del cubo. Por ejemplo, en la direccion x necesitaremos que las ondas planas satisfagan la

condicion

ekt = gikq(@+L) (2.1.44)

de lo que se sigue que

P
k, <%> m,,m, =0, +1, +2, ... (2.1.45)

De manera similar, para las direcciones y y z tenemos

2T
ky <f> My, My, = 0,+1,4+2,... (2.1.46)
2T
kz (f) m,,m, = O, :I:l, :|:2, (2147)
El vector de onda es entonces
2w
k = T (my, my,,m,) (2.1.48)

y su magnitud esta relacionada con la frecuencia w;, segun k& = w,, /c. Un conjunto de enteros
(mw, my, mz) especifica un modo normal del campo (a parte de la polarizacion), el nimero de

modos es infinito pero numerable.
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Esto es matematicamente mas simple que tratar con el continuo de modos en el espacio libre.

El niimero total de modos en los intervalos Am,,, Am,, Am, es

3
Am = AmyAmyAm, =2 <£> Ak Ak, Ak (2.1.49)
T z 92 T y z

™

donde el factor de 2 tiene en cuenta las dos polarizaciones independientes.

En un limite casi continuo, en el que asumimos que las longitudes de onda son pequenas en
comparacion con L, tendremos ondas densamente empaquetadas en el espacio £ y, por lo tanto,

podremos aproximarnos a ZAm por ¢l diferencial

v

dm = 2 (@> dk,dk,dk, (2.1.50)

donde hemos establecido V' = L3. En coordenadas polares esféricas del espacio k

k = k (sin(0)cos(¢), sin(0)sin(¢p), cos(0)) (2.1.51)
y tenemos
dm =2 (8_‘7:3) k*dkd 2 (2.1.52)

donde df? = sin(0)dAd¢ es el elemento de angulo solido al rededor de la direccion k.

Usando la relacion k = w), /¢ podemos transformar la ecuacion (2.1.52) en

V \ w?k

integrando la ecuacion (2.1.52) sobre el angulo solido nos da:
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Los nimeros de modos en todas las direcciones en el rango k a k + dk

kZ
V_ydk =V pydk (2.1.54)

donde p, dk es la densidad de modos (niimero de modos por unidad de volumen) y obviamente

pp = k?/m2. Integrando la ecuacion (2.1.53) de la misma manera produce:

Los ntimeros de modos en todas las direcciones en el rango wy, a w;, + dwy,

2
vk

dw,, = Vp (wy,) dwy, (2.1.55)

m2c3

donde p (w;,) dw,, es también la densidad de modo con p (w;,) = wi/ (72c?) .

El potencial vectorial se puede expresar como una superposicion de ondas planas en la forma
Art) =) ey, [A (e + A (t)e~ 7] (2.1.56)
k,s

Donde A, es la amplitud compleja del campo y donde e, , es un vector de polarizacion real. La
suma sobre k simplemente significa la suma sobre el conjunto de nimeros enteros (mm, my,, mz)
y la suma sobre s es la suma sobre las dos polarizaciones independientes. Estas polarizaciones
deben ser ortogonales e, - e, = 0.,/ y de la condicion de calibre de la ecuacion (2.1.48) debe
satisfacer

k-e, =0, (2.1.57)

conocida como condicion de transversalidad. El calibre de coulomb se conoce a veces como

calibre transversal en el que la polarizacion es ortogonal a la direccion de propagacion.

Los vectores de polarizacion e ; y ey, forman un sistema diestro tal que

k
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En el espacio libre, la suma de la ecuacion (2.1.56) se remplaza por la integral

> = KZ / k2dk. (2.1.59)
% T

Ahora de las ecuaciones (2.1.40) y (2.1.41) obtenemos para las amplitudes complejas A, (t) la

ecuacion del oscilador armoénico

d?A,,

—dt2k + wiA, =0 (2.1.60)
donde w;, = ck. La solucion es

Aks(t> = Akse_iWkt (2161)

donde hemos establecido A,,(0) = A,,.

De las ecuaciones (2.1.42) y (2.1.43), los campos eléctricos y magnéticos, respectivamente, son

—szkeks ks (£ BTkt — AL (#)e ] (2.1.62)

Zwk (k % ey,) [As(t)er®Rr—ent) — Ax () ikr—wit)] (2.1.63)

La energia del campo esta dada por

/ (EOE E+—B B) av (2.1.64)

\%4

l\DI»—l

Encontramos que la contribucion a H_ del campo eléctrico y magnético es:

1
% ks

1[1
~ | —B-BdV =¢c,VY wiA ()A; (t) + R
2 Ho v ks
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la energia toma la siguiente forma

H, = EOVZwk ks (D) A (t) — R+50VZWiAkS(t)Ai§s(t)+R
ks
He = 260‘/2‘% ks (1) Aks ()
He = 250VZWkAks€ Wit Ay e'wkt
ks
H. = 2€OVZWiAksAlts (2.1.65)
ks

Donde hemos utilizado la ecuacion (2.1.61). La energia de la ecuacion (2.1.65) tiene una forma
muy simple en termino de las amplitudes A, ,, para cuantificar el campo se deben introducir las

variables canonicas p, y g, ,. Se define

1 .
Ays = i (Wi ks + iPxs] 5 (2.1.66)
2wy, (g4V)
1 .
Aps = ————75 [Wkks — Pk 5 (2.1.67)

2w, (€0V)1/2

de tal manera que en la ecuacion (2.1.65) obtenemos

1
H, =5 (s + widk,) (2.1.68)
ks

La cuantizacion del campo procede exigiendo que las variables canonicas se conviertan en

operadores que satisfagan las relaciones de conmutacion,
[Q\ksaq\k’s’] =0= [ﬁksa]’}k/s/] (2169)

[Gis> P 7] = 1ROy 0 g (2.1.70)
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En cuanto al campo de un modo, los operadores creacion y aniquilacion pueden definirse como

- 1 ~ ~
gy = ———75 [Wilis + D] s (2.1.71)
- 1 ~ ,A
ity = ——7 [wils — D] (2.1.72)
(2hwy,)
que satisfacen
g, o] = 0= {&]T(saa;r{/s/} (2.1.73)
ahendfy] = G 2.1.74)

La energia del campo se convierte en el operador Hamiltoniano de la siguiente manera

~F - 1 ~ - ~ -
CLIT(sa’ks = m [wqus - Zpks] [kaks =+ Zpks]
T - L 252 NP
Agsdks = 2hw,, (pks + quks> + % [Gics > Pics)
At ~ H 7 )
i = s+ (55) )
hw 2h
% k
ST H 1
Axsks — <z . o
hw 2
% k

entonces el operador Hamiltoniano es:

. a1
A, = Y ho, (a,isaks+§>
ks

1
. > hay, (ﬁks + —) (2.1.75)
ks 2

T
I

~ At oA .
donde n,, = a, ay,, es el operador numérico en el modo ks.

Cada uno de estos modos, al ser independientes de todos los demads, tiene un conjunto asociado de
()

estados propios de niimero |n,,). Para el modo j-ésimo, sean @y , = a;, ay , = a; Y 7y , - El
VA 777 273
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H: — hw - 2. 1 . ; (i

y un estado numérico de fotones multimodos es solo un producto de los estados numéricos de

todos los modos que escribimos como |n) [ng) ..... = |ny,ny,....) = |{n;}) Este es un

autoestado de H, tal que, H, [{n,}) = E|{n;}), donde el valor propio E es:

E= ;hwj <nj + %) (2.1.77)

Tras la cuantizacion del campo, las amplitudes A se convierten en operadores que, a partir de las

ecuaciones (2.1.68) y (2.1.71), tienen la forma

A = h 1/2&
ks kaSOV ks

y asi el potencial vectorial cuantificado tiene la forma

1/2
A h ~ i(kr—w -~ —i(kr—w
A(r,t):Ek (2%60‘/) s Q€ TR 4 Gf emikTmnt)] (2.1.78)

El operador del campo eléctrico y campo magnético son entones

1/2

A h . R ,

Ert) = iy (2“’;) ey [ ernt) — af eiter-nt)] (2.1.79)
ks EO

. 1/2
A 1 hw ~ HW(Kr—w ~ —i(kr—w
B(r,t) = E%j(%&) (kX eyy) [y ei®r=ent) — a emikr=it)]  (2.1.80)
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2.2 El modelo de Jaynes-Cummings

En esta seccion se muestra el comportamiento de un atomo de dos niveles de energia
interactuando con un campo de un tinico modo de vibracion el cual es conocido como el modelo
de Jaynes-Cummings y fue propuesto en 1963 por sus autores y que hoy dia sigue cobrando
vigencia y aporte para el avance de las ciencias especificamente en el 4rea de la Optica cuantica

(Jaynes y Cummings, 1963).

2.2.1 Interaccion atomo campo

La interaccién de un atomo con el campo de radiacion, se produce cuando un foton interactua con
un atomo neutro, donde el foton entrega su energia al electron y este se traslada al siguiente nivel
de energia correspondiente, y cuando un electrén pierde un nivel de energia se dice que este emite

un fotdn.

Para empezar, supongamos que el Hamiltoniano de un electrén unido a un 4tomo en ausencia de

campos externos, en la representacion de la configuracion, viene dado por

~ 1 -
Hy=—P>+V 22.1
0= 5 BT (r) (2.2.1)
Donde V(r) es la habitual interaccion de Coulomb que une la interaccion al nucleo y » = |r|. En
la representacion del espacio de configuracion P = —iV, £ |r) = r |r) y las funciones de onda
estan dadas por 1(r) = (r| ¥). Suponemos que la energia de estados propios |k) de H,, satisface

la ecuacion de schrodinger independiente del tiempo

Ay (r) = Bl (x), 2.2.2)
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donde (r| k) = ¢]go)<r)’ se conocen. En presencia de campos externos, el Hamiltoniano se
modifica a

H(r,t) = % [P+ eA(r, )]  ed(r,t) + V(1) (2.2.3)

donde A(r,t) y ®(r,t) son los potenciales vectoriales y escalares respectivamente del campo

externo y donde —e es la carga del electrén, e se toma como positivo. Los campos en si estan

dados por
OA(r,t)
E(r,t) = —V&(r,t)—
(rt) = —Vo(ry) -0
B(r,t) = V x A(r,t) (2.2.4)
y son invariantes bajo las transformaciones de calibre
ox(r,t)
P'(r,t) = @ - :
(rt) = o — 200,
A'(r,t) = A(r,t)+ Vx(r,t) (2.2.5)
la ecuacion de schrodinger dependiente del tiempo es
~ oV (r,t
H(r,t)¥(r,t) = ih# (2.2.6)

para eventualmente simplificar la forma de la interaccién &tomo-campo, definimos un operador

~

unitario R tal que ¥’ (r,t) = R¥(r,t). Tenemos

- ov/'(r,t)

(v, t) =i 2.2.7
H'V (v,1) = ih— (2.2.7)

donde
H = RHR' + ih%—fiz*. (2.2.8)
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Ahora elegimos R = exp (—iex(r.t)/1) de modo que (usando P = —ihV)

~

1 ~ 2
H = — [P + eA’] —e® + V(1) (2.2.9)
2m

donde A’ y @’ estan dados por la ecuacion (2.2.5). En este punto, hacemos una eleccion definida
de calibre de Coulomb (o radiacion), para el cual & = 0 y A satisface la condicion de
transversalidad V - A = 0. El vector potencial A, para ninguna fuente cercana al atomo, satisface

la ecuacion de onda
1 0°A

V2A— - =
c? Ot?

0 (2.2.10)

Esta eleccion de calibre no es relativamente invariante, en contraste con el calibre de Lorentz,
pero el dominio de la Optica cudntica es en su mayor parte no relativista, por lo que no se
introducira ninguna inconsistencia. El medidor de Coulomb tiene la ventaja de que el campo de
radiacion esta completamente descrito por el potencial vectorial, como es obvio de la ecuaciéon

(2.2.3), que en este indicador dice

~ 1 ~ 2

H(r,t) = - [P + eA(r, t)} +V(r)

~ P2 cA-P ¢?

H(rt) = o+ ==+ A2 V(). 2.2.11)

La ecuacion (2.2.9) ahora dice

2 2 1 D 2 aX
H —%[P—f—e(A—i— alsj] +eq V() (2.2.12)

la solucion de la ecuacion de onda (2.2.10) tiene la forma, A = Aoe“k'r*‘"t) + c.c., donde

|k| = 27/xes el vector de onda de la radiacion. Para |r| de dimensiones atomicas tipicas y A de
longitudes de onda oOpticas tipicas, k - r << 1 de modo que sobre la extension de un dtomo, el
potencial vectorial es espacialmente uniforme, A(r,t) ~ A(t), esta es la llamada aproximacion de

dipolo. Ahora elegimos la funcion de calibre x(r,?) = —A(?) - r. Con esta eleccion
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Vx(r,t) = —A()
GX((;; D o_ . %—‘? = r E(t), (2.2.13)
y por lo tanto )
H = % +V(r) +er-Et). (2.2.14)

esta ecuacion contiene solo un término de interaccion (dentro de la aproximacion dipolar) en
oposicion a los términos en la ecuacion (2.2.11). La cantidad —er es el momento dipolar:
d = —er. En general, para una representacion no especificada, el momento dipolar es un operador

d. Lo denotaremos como tal en lo que sigue. Asi escribimos
H =H,—d-E(t) (2.2.15)

donde fIO viene dado por la ecuacion (2.2.1).

2.2.2 Modelo de Jaynes-Cummings mecanico-cuantico

En nuestra discusion de perturbacion previa de un atomo que interactiia con un campo
electromagnético cuantificado, asumimos que el campo es un campo libre unimodal (onda plana).
Un atomo libre interactua con un nimero infinito de modos y, por lo tanto, la dindmica no esta
bien descrita asumiendo solo un campo de modo tnico. Por otro lado, recientemente se ha hecho
posible fabricar entornos en los que la densidad de modos es significativamente diferente a la del

espacio libre (Scully y Zubairy, 1997).

Consideremos un atomo, con niveles |g) y |e) interactuando con un campo de cavidad unimodal
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de la forma
hw

12
E=e <50_V> (a+ a') sin (k2) (2.2.16)

donde e es un vector de polarizacion orientado arbitrariamente.

El Hamiltoniano libre H,, ahora debe ser, Hy = Hy,;,,,, + ﬁcampo, donde el Hamiltoniano total
del sistema viene dado por, H = H atomo T H campo T f[mtamccién, donde H interaccion = HD,
De la ecuacion (2.2.15) se tiene que el Hamiltoniano de interaccion es
AD = —d-E
1/
~ ~ hw
HD = —d-|e|— a+at)sin (k
oV (a+a") sin (kz)
1/2
~ ~ hw
HYD = d.-e|— | — in (k2) (6 + af
e . sin (kz) (a+a")
HD = dg(a+al) (2.2.17)
donde )
hw \ 7
=—|—= n (k 2.2.18
o=~ (2%) sink) @2.18)
ydondeci:a-e.
En este punto conviene introducir los denominados operadores de transicion atomica
G, = le)gl, (2.2.19)
G = lg)(e| =5l (2.2.20)
y el operador de inversion
a3 = le) (e[ —1g) (4] (2.2.21)

Estos operadores obedecen al algebra de Spin de Pauli
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6,,0.] = 6,06_—0_0,
(0,61 = le){gl g) (el —lg) (e |e) (4]
0,01 = le){el —1g) (4]
0,,0_] = 03 (2.2.22)
65,0.] =20, (2.2.23)
[03,0,] = 030, —0,03
[03,0,] = (le) {el —1g) (gl) le) (gl — le) (gl (|e) (el —g) {9])
[03,0,.] = e)(ele) (gl —1g) (g le) (gl — le) (9] e) (e] + le) (g [9) (]
03,0,] = le) (g +e) (4]
[&3’8+] = 2&+
de forma similar para [65,0_] = 20_.

Solo los elementos fuera de la diagonal del operador dipolar son distintos de cero, ya que por

consideracion de paridad (e| d |e) = 0 = (g|d |g) , de modo que podemos escribir

SO

= dlg) (e| +d"|e) (4]
d = do_+d'o,

d = d(6,+6) (2.2.24)

Donde hemos establecido (e| d |g) = d y hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que d es

real. Asi el Hamiltoniano de interaccion es
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€

1
&) — Eﬁ‘“‘[] =E,

sadassssssssssssssssssmsssssssaanas E=0

¥ 1

Figura 2.2.1: Diagrama de nivel de energia atomica donde el nivel E = 0 se toma a medio camino
entre los niveles |g) y |e). Tomada de Gerry C. Knight P, (pag. 92) 2005.

AD = dg(a+ah)

Al = d(6,.+6 )g(a+ah)

10 = dg(5, +6.)(@+a)y

HD = %h (6, +06_)(a+ah

HD = (6, +6_)(a+at) (2.2.25)

donde A\ = dg/h.

Para hallar la energia del atomo, definimos el nivel de energia como cero a medio camino entre
los estados |g) y |€) como se muestra en la figura (2.2.1), entonces el Hamiltoniano atomico libre

puede escribirse como:



donde E, = —E,
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g*‘ —~
Ie) N = N =

QD
w

(2.2.26)

N N = DN =D =

= %hwo. El Hamiltoniano de campo libre fue resuelto anteriormente al inicio

del capitulo, considerando eliminar el término de energia de punto cero o estado cero,

)

)

o

A 1
aTa—i——

hw( 2)

w1
hwata + ihw

(2.2.27)

hwata

Asi el Hamiltoniano total viene dado por la siguiente expresion,

~

1 ~

+ hwa'a + hA (6, +o_) (a+al) (2.2.28)

Tambien conocido como modelo de Rabi, teniendo en cuenta la consideracidon como en el caso de

campo libre, como ya se mostr anteriormente, los operadores @ y a' evolucionan como:

a(t) = a(0)e ™ty a'(t) = a'(0)e. Se puede demostrar de manera similar para el caso

atomico libre, 5 (t) = 7(0)e**“ot. Asi es posible ver que las dependencias de tiempo

aproximadas, de los productos del operador en la ecuacién (2.2.28) son los siguientes:

(6, +6 ) (a+

a'y=c6,a+05,a' +5_a+ao_al
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Primer término

o.a = 0,(0)eolq(0)e !
o.a = o,(0)a(0)eotewt

~ A~

o.a ~ ei(wo—w)t

Segundo término

o.a" = 0,(0)e™otaf(0)e!t
o.a" = &,(0)af(0)eiwoleiwt
a.+aT ~ ei(w+w0)t

Tercer término

g.a = o_(0)e wotq(0)e !
g.a = o _(0)a(0)e wote—iwt
G a4 ~ efi(erwo)t

Cuarto término
o al = & _(0)e wolgl(0)eiwt
o al = 5 _(0)al(0)e woteivwt
& CALT ~ 6—i(w0—w)t

Donde ~ indica que son proporcionales. Para w, ~ w, €l segundo y tercer término varian mucho
mas rapidamente que el primer y ultimo término. Ademas, el segundo y tercer término no

conservan energia a diferencia del primer y tltimo término. El segundo término corresponde a la
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emision de un foton cuando el atomo pasa del suelo al estado excitado, mientras que el tercer
termino corresponde a la absorcion de un foton cuando el atomo pasa del estado excitado al

estado fundamental.

Para eliminar los términos que no conservan energia (segundo y tercero), es conveniente usar
aproximacion de onda rotante (RWA), ya que esta aproximacion permite conservar los terminos
de leves variaciones y despreciar los que oscilan rapidamente como en el caso del (segundo y

tercer) término, de modo que nuestro Hamiltoniano en esta aproximacion es:
H = Lhuody + hwila + hA (3,3 +5_at
= 5fwo0s + hwa'a + hA (0.a+o_al). (2.2.29)

La interaccion descrita por este Hamiltoniano se le conoce como el modelo Jaynes-Cummings.

2.3 Obtencion de dinamicas efectivas: El método de Daniel F.V
James y Jonathan Jerke

En optica cuantica, el método de James y Jerke (James y Jerke, 2007), es bastante utilizado como
una herramienta muy eficiente al momento de resolver problemas interesantes en esta area, asi

como es en el caso de este trabajo.

El estado de un sistema cuantico en la representacion de la interaccion evoluciona segun,

v (1)) = U (t) |4 (0))

donde U es el operador unitario que obedece la ecuacion,

ou (t) 4

if = H,U () 2.3.1)
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donde H; es el Hamiltoniano de interaccion. En el contexto de la dindmica “burda” dindmica de

tiempo promedio o granulada es formalmente definido el promedio de un operador O

O(t) = /f(t—t’)O(t’)dt’

donde la funcion f (t) es real, por lo que los términos de alta frecuencia desaparecen del

promedio. Utilizando la integracion por partes es posible demostrar que,

~

20(t) [ ,L0() ., 90 (t)
t _/f(t—t) it = 23.2)

0 t ot

El Hamiltoniano efectivo puede definirse directamente como:

Ahora tomamos el promedio de la ecuacion (2.3.1),

au (t)
ot

ih = H,U (t)

Utilizando el criterio de la ecuacion (2.3.2),

=

ﬁeffﬁ (t) = H,U (t)

Que inmediatamente conduce a la ecuacion,

A, = (ﬁfﬁ(t)) (ﬁ(t)) (2.3.3)

Aunque el operador U (t) es unitario; en general, el operador U (t) suele no ser. El origen de esta

evolucion no unitaria es que el espacio de Hilbert estaba dividido en dos partes, en bajas y altas
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frecuencias. El tiempo medio es equivalente a realizar un trazo parcial en la parte del espacio de
Hilbert altas frecuencias y realizar una traza parcial en una parte de Hilbert esta asociado con una
evolucidn no unitaria; por tanto, la ecuacion (2.3.3) tiene la desventaja de no ser hermitica.

Entonces, la evolucion Hamiltoniana efectiva la unidad esta dada por,
H’ —l(ﬁl +H,) (2.3.4)
eff = 5 \Heps T Hepy -
Usando la expansion estandar para U () tenemos:

t t/

t
L2
/ Nt + (—%) /dt’ﬁ[] (t’)/dt“ﬁI (") + ...,
0

0 0

y conservando los términos hasta segundo orden de H ; en el producto (2.3.3),

A, = (ﬁ1+ﬁ,ﬁl+...) x <1+I?{f+...)

ﬁeff — ﬁ]"‘ﬁ]ﬁf"‘ﬁ[ﬁl"_ﬁjﬁlﬁf—’—

donde U, = 1= f H ; (") dt’, asumiendo el hecho de que H 7= H I U1 = U 1, tenemos
ﬁeff:ﬁf_ﬁfﬁ1+ﬁlﬁ1—ﬁ1ﬁ1ﬁ1a (2.3.5)
es asi que
ﬁlff = H,+U,H,—U,H,—U,U,H, (2.3.6)

entonces con las ecuaciones (2.3.5), (2.3.6) en (2.3.4) obtenemos,

~ 1 = == == = - == == == =
Héff - §<HI HIU1+HIU1_H1U1U1+H1+U1H1—U1HI—U1U1HI>
~, - 1 ~ = 1 ~ = = ~ = =

Heypp = Hptyg 5 ({HDUlJ - {Hlaﬂ> + B} <_HIU1U1 _UlUlHI>

~ - ~ 1 ~ = = ~ = =
g H[+H§?f+§(—HIUlUl—UlUlﬂ,) (2.3.7)
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donde,

- (o 1 /== — —
a5y = (A 0:] - [0
Si ahora consideramos un Hamiltoniano con dependencia temporal armonica cuya estructura es la

siguiente:

N
Hy(t) = (hyent + hfieiwnt) (2.3.8)

n=1
donde cada h,,es un operador, se asume que w,>0y que w; < wy < ... < w,,. Dado que el interés

es en procesos que ocurren a bajas frecuencias, se considera que

asumiendo que tenemos H; (¢) = 0 por lo tanto,

A% = %[ﬁ] 0,] = % (ﬁlﬁl - ﬁlﬁ[[) (2.3.9)
con,
N t
ﬁ[ﬁl = —% Z (hne_iw”t-i-h;rzeiw”t)/(hme_i‘“mt/+h:rnei‘“mt/) dt’
n,m=1 5
N i
HU, = _% Zl (hne—iwnt_i_h;rleiwnt) [@};_7:1 (1— e iwnt) +£J_7;(eiwmt_1>]

;N T I
o~ N hnh - h hm -
HIUl = ! E ( mel(wnfwm)t — n el(wnwm)t>

Wi, Wi,
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del mismo modo

. N
ﬁlﬁj — _% Z /(hne_iw”t/—i—h;rleiw"t/) dt’ (hme—iwmt_i_h:fneiwmt)

n,mzl0
T i . hn —tw, t hi‘ w,t —iw,,t T iw,,t
U, = — Zl :(1—6 n)+m(e nt—1)| (Bpemt + hfetomt)

y por lo tanto,

ahora tenemos que,

T =<7 1 N

) - (53 )

_% i (hn jne—i(wn—wm)t_hjlhmei(wn—wm)t>)
w

n wn

7,0 iy~ (1, T pilwn—w, )t Fmi(w,—w, )t
[H],U1] = % 21 (w—-i-—) [hnhme nWm)t — | hi,e n m]

] i ‘ . 1 1 T T i(w,, —w,, )t
[Hlle] = 7 Z (——l——) [hnhm—hmhn etw,—w,,)

usamos el hecho de que los indices son silenciosos “mudos” y cambiamos los indices en el ultimo

término para finalmente conseguir,

N
A= >

n,m=1

(1, By, | ellem—emt (2.3.10)

heo,,,

donde

1 1(1 1)
= == —+—
Wrm, 2 \w,, w,

La representacion anterior dada en la ecuacién (2.3.10) es conocido como Hamiltoniano efectivo

de segundo orden.
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Con todo lo visto en este capitulo y especificamente en la seccidon anterior (2.3), se da continuidad
al siguiente capitulo, donde se pretende aplicar las dinamicas efectivas de James y Jerke, como
herramienta clave para construccion de las interacciones selectivas bimodales propuestas en este

trabajo.



Capitulo 3

Interacciones selectivas bimodales del

campo de radiacion

Este capitulo se fundamenta en una de las posibles extensiones del JCM, donde se muestra una
configuracion atdmica de cuatro niveles de energia sometido a una cavidad bimodal, para dos
configuraciones de niveles atobmicos que se mostraran mas adelante. Teniendo en cuenta que es
necesario plantear un método que permita la construccion de dichas interacciones a nivel general,
el cual se muestra para una cavidad unimodal. La construccion de las interacciones selectivas
presentadas en este capitulo, asemejaran procesos donde dos fotones al incidir por un medio no
lineal se aniquilan, resultando en la creacion de un nuevo fotén, y el proceso reciproco al antes

mencionado.

46
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3.1 M¢étodo general para la construccion de interacciones selec-
tivas tipo Jaynes-Cummings

Consideremos el siguiente Hamiltoniano efectivo para obtener una interaccion selectiva con un

unico modo,

~ PN . N . . k . N
H = (xj,a'a+r,)0,,+ (Xala+k,) 0o, + € {(cﬁ) G4 +a"G,, (3.1.1)
donde 6,, = |r) (s|, con r y s rotando los estados atomicos involucrados, que son un estado
fundamental ¢, un estado excitado e y a representa un operador de aniquilacién y a'representa un
operador de creacion de un modo de cavidad. Este Hamiltoniano se puede expandir en bloques

por los estados del sistema dtomo-campo |g,n + k) y |e, n) como:

}AI:Z Xy (n+ k) +r, Vin+1) .. (n+ k)

n | V(n+1) . (n+ k) Xl + Ke

(3.1.2)

Los términos diagonales en la forma matricial del Hamiltoniano de la ecuacion (3.1.2) definen la
diferencia de energia ¢ = (n + k) x, — nx, + K, — K., entre los niveles [g,n + k) y |e, n). Note
que, esta diferencia de energia o disonancia depende del ntimero (n) de fotones en el modo de
cavidad. Por lo tanto, la esencia de la interaccion selectiva proviene del hecho de que para un
numero (m) especifico de fotones en el bloque definido por el subespacio |g, m + k) y |e, m),

¢ = 0 determina la frecuencia resonante efectiva de la transicion |g, m + k) <5 |e, m) mientras
que el resto de los bloques, aquellos con n. # m permanecen en régimen dispersivo. De forma

mas sistematica, el Hamiltoniano de la ecuacion (3.1.1), se le aplica la transformacién unitaria

U = e{fL[(XgaTdJr/{g)Ergng(Xe&T&+/{e)&ee]t}
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y usamos la relacion

(@) =3 Vot D)t k) ln+k) (n,

para obtener una forma simplificada

Hy =Y ¢, (In+k)(n|6,e! + He), (3.1.3)

donde H.c es el hermitico conjugado y &, = v/(n+ 1) ... (n + k)£ y de nuevo,

¢n = (n—’_k)Xg_nXe—’_’%g_Ke‘
Podemos expandir la suma en la ecuacion (3.1.3) y escribirla como:

Hy = (& k) (0] e®ot. + ¢, | |Im+k—1)(m—1]edmat £ £ |m+ k) (m|ePnt..

+&p1 Im+k+1) (m+ 1] e¥mul+) 6, + H.c.,
y dado que estamos enfocados en el m-ésimo término, factorizamos e*¥m?, para obtener

By = (k) (0] ot €,y ot o= 1) (m — 1] a0l 4 €, |+ B) m

+€m+1 |m + k + ].> <m + 1| ez(gbnwrl_d)'m)t _|_ ) a—gee’ld)nLt _|_ H.C.

Note que para ¢,,, = 0, el m-ésimo término de la expansion no oscila, mientras que el resto oscila
con la fase ‘gzﬁm 0 d)m‘donde(l € [1,00)). Por lo tanto, cuando la transicion dentro del
subespacio elegido {|g, m + k) , |e,m)} esta sintonizado para resonancia, es decir cuando

®,, = 0 las otras transiciones son dispersivas, bajo la condicion



49

|Gt — | = |(mEL+E) x,— (m 1) x, — (m+ k) x, +mx.

‘quil - ¢m| = lng - Xe‘ > |£Mil|

donde ! € [1,00) para &, ; y! € [1,m] para§,, ;. Entonces, es posible eliminar estos términos
altamente oscilantes del Hamiltoniano mediante el enfoque de onda rotante y la interaccion

atomo-campo esta bien descrita por el Hamiltoniano selectivo no-lineal de Jaynnes-Cummings
Hysyo = &m|m+ k) (m| G, + H.c. (3.1.4)

En resumen, para extraer la interaccion (NSJC) ecuacion (3.1.4), tenemos que asumir la
restriccion de parametros donde, para un determinado niimero de estado dado n = m, las

siguientes condiciones estan satisfechas:

¢, =0 (3.1.5)

Uxg = Xel > [&mail - (3.1.6)

Finalmente para obtener interacciones selectivas multimodales es necesario construir un

Hamiltoniano efectivo con la siguiente estructura

(XgZaa +/£>5gg+<eraa +/€>aee+§ H&j8ge+H ‘&eg] (3.1.7)
J J

Tal interaccion quedara sujeta a la configuracion de niveles adecuada y de forma similar a lo

expuesto anteriormente, sobre cada modo deberan satisfacerse las condiciones (3.1.5) y (3.1.6).
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3.2 Construccion de interacciones selectivas de cavidad bimo-
dales

Siguiendo el protocolo expuesto en la seccidon anterior, a continuacion presentamos la
construccion de interacciones selectivas de cavidad bimodales; es decir, se consideraran dos
modos de vibracion del campo. Primero abordaremos el caso para una configuracion atémica
semejante a una configuracion tipo lambda pero con un estado auxiliar extra denominado |k) y
para el segundo caso usamos una configuracion atomica del tipo escalera. Cada una de estas

configuraciones particulares daré origen a una interaccion selectiva muy particular.

3.2.1 Interacciones selectivas bimodales Caso I

Consideremos una configuracion atomica de cuatro niveles de energia conforme ilustra la figura
(3.2.1), donde los niveles |g) y |e) representan los estados fundamental y excitado del sistema,
mientras los niveles |i) y |k) representan estados auxiliares. Las frecuencias de transicion en el
atomo son w, w,, w; y wy, respectivamente. El dtomo es obligado a interactuar con los modos de
cavidad de frecuencias w,, descrita por el operador de aniquilacion (creacion) a (&T), que impulsa
la transicion |g) <— |i) de forma dispersiva con frecuencia de Rabi A, para la frecuencia w;,
descrita por los operadores b (@T>, que impulsa las transiciones |e) < i) y |e) «— |k) con
frecuencias de Rabi A5, A5, respectivamente. Simultdneamente con esta interaccion, esta presente
un campo laser de frecuencia w; , que también impulsa dispersivamente la transicion |g) «— |i),

con fuerza de acoplamiento f2.

El Hamiltoniano que describe el proceso esta dado por:

~

H=H,+V (3.2.1)
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— |e> (UJL) (wa)

Figura 3.2.1: Configuracion atomica para la obtencion del Hamiltoniano selectivo bimodal Caso
1. Fuente: Autoria Propia

donde

Hy = w,ala +wybb+ w, |e) (e] + w, [i) (3] + wy, |k) (K|

V = \a6,, + \ybby, + Agb6y, + Q5 rt + Hee.
donde los operadores de transicion atdmica estan dados por ,., = |r) (s|, (con r y s rotando los

estados atomicos g, e,y k).

Es conveniente realizar una rotacion al Hamiltoniano H, por medio de la transformacion unitaria
H; =UTHU — H,, donde U = e~*Ho! y asi obtener la representacion de interaccion que
asemeja a un Hamiltoniano con dependencia temporal armoénica tal como se muestra,

— ~s o —iAt 1o il T il
H; = X\ao,,e + A\ybo;.e + A\3bo et

+Q5,,¢2 + Hee. (3.2.2)

donde las desintonias son dadas por, A = w, —w; = wp, —w,; + W, A} =W, —wy — W, y

~

A=uw, —wp.

En el régimen dispersivo \/n, + 1A, /1y + 1Ay < A,/ + 103 K Ay y

Q< Z( j = 1,2, 3), no hay intercambio de energia entre el sistema atémico y la cavidad,



52

entonces el Hamiltoniano efectivo que se calcula en el apéndice de esta tesis (Apéndice A), es

dado por la expresion perturbativa de segundo orden,
N

ﬁiff =H.p = Z [ 1] €ilmmemt,

n,m=1 Wmn

Asi que en el régimen dispersivo, el Hamiltoniano de interaccion toma la siguiente forma,

Hyp = (xqafa+r)Ggy + Xob'06,, + & (6,070 + 5,4ad") (3.2.3)
donde x; = Agl, Xo = AA% — 2421, Ky = —%2, y§= &'fz. Con la interaccion efectiva (3.2.3), se

logra la estructura requerida del Hamiltoniano en la forma de la ecuacion (3.1.1).

Ahora el siguiente paso es eliminar los términos diagonales contemplados en H, ¢, por medio de
una segunda rotacion, a través de la transformacion unitaria H; = U'TH, (U’ — H{, con

H(/) = [XlaTa + K“l] a-gg + X2bTb&ee y

U = efi([xlaTCAL+I€1 &ggjthZ)Ti)&ee)t

tal que: se llega a la estructura simplificada

=&V + 1ng + 16y, Ing + 1,m) (ng, ny + 1] e¥rams 4 Hee. (3.2.4)

Ng,MNy

donde

¢naanb = X1 (na + 1) — X2 (nb + 1) + Ky

3.2.1.1 Condicion para la Selectividad

Como fue explicado en la seccion 3.1, para obtener la interaccion selectiva en el subespacio

{Img,my + 1), |m, + 1,m;)} deben ser satisfechas las condiciones (3.1.5) y (3.1.6). En el caso
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bimodal, tales condiciones son equivalentes a:

Asumiendo las condiciones de pardmetros

=0, (3.2.5)

¢ma , MMy

X1 — Xa| > &/ny + 24/, + 2. (3.2.6)

Con estas condiciones, la dindmica descrita por el Hamiltoniano (3.2.1), puede ser perfectamente

descrita por el Hamiltoniano bimodal selectivo caso I.

f[lzfefﬂma—f—l,mb) <maL,mb+1\696+H.c.7 (3.2.7)

donde & rp =& v/ (ny + 1) (n, + 1). Para una interaccion como esta, las transiciones entre
niveles adyacentes fuera del subespacio {|m, + 1,m;) ,|m,, m; + 1)} del campo de cavidad son
despreciables como veremos a continuacion, confinando la interaccion atomo-campo para este

subespacio seleccionado del campo de radiacion.

De la condicion (3.2.5) podemos ver que {2 debe ser igual a

A AN2
\/Z {A% (my +1) — A2 (my, + 1) + A—f (my+1)| = . (3.2.8)

Si asumimos la condicion de pardmetros A\; ~ A\, ~ A3 = A, entonces de la condicion (3.2.6)

obtenemos que

A A \/nb + 2\/na + 2, (3.2.9)

de modo que usando la condicion (3.2.9) en (3.2.8) obtenemos una expresion mas compacta para

{2, esto es

~

A
A_1<mb+1>)\ ~ (2.
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3.2.1.2 Evolucion de los estados

Una dindmica descrita por el Hamiltoniano (3.2.7), implica que un estado del espacio total

atomo-campo, como por ejemplo |n,,n;,) ® |g), evolucione en el tiempo seglin
¥ (2)) = U4 (0))
donde U = Exp (—i%t) , y como resultado se obtiene

|¢ (t>> = |na7nb> ® |g> - 5ma+1,na6mb,nb |ma + 17 mb> ® |g>

+5ma+1,na5mb,nb [COS (Seff'[’) |ma + 17mb> & ‘g> —isin <§efft) |ma7mb + 1> ® |€>] :
De manera que, si n, # m, + 1y n, # m,, entonces el estado no cambia en el tiempo, esto es
[ (1)) = [ng, 1) ® 19) -

Es decir, la dinamica descrita por el Hamiltoniano selectivo (3.2.7) no induce transiciones fuera

del subespacio de radiacion |m, + 1,m;) <— |m,, m, + 1).
En cambio si el estado inicial es |m, + 1,m;) ® |e), este evoluciona segun la siguiente expresion
W (t>> = COs (gefft) ‘ma + L mb> ® |g> — i sin (gefft> ’ma’ my, + 1> ® ’6) 3

demostrando que efectivamente el hamiltoniano disefiado induce transiciones entre los estados

|mg, +1,my) y Im,, my + 1) con las respectivas probabilidades

j)maJrl,mb,e - COS2 (gefft)

?mavmb+lvg - Sin2 (gefft> :
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3.2.1.3 Validacion de la interaccion

Para examinar la validez de la interaccion disefiada elegimos los subespacios {|5) , [6)} en el
modo de frecuencia w, y {|2) ,|3) } en modo de frecuencia w;. Asumiendo el estado inicial

|5,3) ® |e), se grafican las probabilidades P y P referentes al modo con frecuencia w, y (P y
P3) referentes al modo con frecuencia (w;). También son asumidos los parametros tipicos en una
cavidad en el régimen de la electrodinamica cuantica

A~ Ay~ A=A~ 105571 A = 10X, A =20A,, A =102y 2= \/(my + 1). Estos
parametros son muy adecuados para la derivacion Hamiltoniana selectiva (3.2.7), como lo
confirma la buena concordancia entre las curvas solidas provenientes del Hamiltoniano en la
representacion de interaccion (3.2.2), y hasta las curvas discontinuas calculadas a partir del
Hamiltoniano disefiado (3.2.7) cuyas probabilidades estan dadas por P = cos? £, ity

Py = sin” Eopt del modo w, (Py = cos®E, ppty Py = sin” ey st del modo wy,), ver figura
(3.2.2). Las probabilidades en referencia al modo w, se describen en primer plano, mientras que
las probabilidades en referencia al modo w, estan graficadas en el recuadro. También se
representan las poblaciones de los estados adyacentes iniciales |4,2) ® |e) y |6,4) ® |e) bajo el
Hamiltoniano (3.2.2) y los mismos parametros utilizados anteriormente. Como podemos ver en
las curvas mas claras que oscilan cerca de la unidad, con menor (mayor) amplitud asociada con el
estado [4,2) ® |e) (|6,4) ® |e)), lo que demuestra que la dindmica regida por el Hamiltoniano
(3.2.2) apenas alimenta a los estados fuera del subespacio seleccionado, lo que confirma

efectivamente la validez de la interaccion selectiva.

3.2.2 Interacciones selectivas bimodales Caso 11

Consideremos un atomo de cuatro niveles en una configuracion conforme ilustra la figura (3.2.3),
donde los niveles |g) y |e) representan los estados fundamental y excitado del sistema, mientras

los niveles [i) y |k) representan estados auxiliares, con frecuencias de transicion w, w,, w;, wy. El
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Figura 3.2.2: Simulacion del Hamiltoniano Selectivo bimodal Caso I. Fuente: Autoria Propia

atomo es obligado a interactuar con los modos de cavidad de frecuencias w,, descrita por el
operador de aniquilacién (creacion) a (a'), que impulsa la transicion |g) «— |i) de forma
dispersiva con frecuencia de Rabi ), para la frecuencia w; descrita por los operadores b (BT) , que
impulsa las transiciones |i) <— |e) y |e) <— |k) con frecuencias de Rabi A5, A5. Simultaneamente
con esta interaccion, esta presente un campo laser de frecuencia w; , que también impulsa

dispersivamente la transicion |e) <— |k), con fuerza de acoplamiento (2;.

Donde el Hamiltoniano del sistema es:

donde
Hy = w,a'a+w,b™ +w, |e) (e] + w; i) (i + wy, k) (k]

~

V = \a6,, + \bo; + AgbGy, + Gy e nt + He.

donde los operadores de transicion atdmica estan dados por ,., = |r) (s|, (con r y s rotando los

estados atomicos g, e, 1y k).
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Figura 3.2.3: Configuracion atomica para la obtencion del Hamiltoniano selectivo bimodal Caso
1I. Fuente: Autoria Propia

Es conveniente realizar una rotaciéon como en el caso anterior, para obtener la representacion de

interaccion,

Hp = MNac e 210 + \bo,e 1! + \gboy, et82!

Q6,08 + He. (3.2.10)

donde las desintonias son dadas por, A; =w, —w,; = w, —w, —w;, A} =W, —wW, —Wp y

Ay = wy, — Wy — Ww,.

En el régimen dispersivo v/ + 1A, vt + 1Ay << Ap, v+ 1Ag < Ay y € < Ay, no hay
intercambio de energia entre el sistema atomico y la cavidad, entonces el Hamiltoniano efectivo
que se calcula en el apéndice de esta tesis (Apéndice B), es dado por la expresion perturbativa de

segundo orden,
52 _ f >~ 1o i )t
HeffEHEff: Z h_ [hn,hm} e n mre,

n,m=1 YUmn

Asi que en el régimen dispersivo, nuestro Hamiltoniano de interaccion toma la siguiente forma,

Hopp = x18730 50 + (X3 + Xo + 5y ) Gee + € (3400101 +6,4D) (3.2.11)
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dond _ A _ A3 _ A3 A3 _ 9 — 2% conlai i6n efecti
onae x; = A—l, Xo = A—l, X3 = A_l — A—z, K1 = —/AT yg = A_l on la interaccion etectiva
1

(3.2.11), obtuvimos la estructura requerida del Hamiltoniano en la forma de la ecuacion (3.1.1).

Como en el caso anterior, el siguiente paso es eliminar los términos diagonales contemplados en

~

H, ¢, por de medio de una segunda rotacion, a través de la transformacion unitaria

Hy=U"H,; ;U — Hj, con Hy = x,a1a6 5+ (X300 + Xo + 1) 5 y

ﬁ/ = e_i(X1&Ta&99+<X35TE+X2+”1)&66)t

tal que: llegamos a la estructura simplificada

Hy=¢ Z Vi + 1y/ng + 16, [ng + 1,n, + 1) (n,, | e"Pnamy 4 H.c. (3.2.12)

Mg My

donde

Py = X1 (Mg +1) = X3np — Xo — K1

3.2.2.1 Condicion para la Selectividad

Como fue explicado en la seccion 3.1, para obtener la interaccion selectiva en el subespacio
{Im, + 1,my, + 1), |m,, m,)} debe ser satisfechas las condiciones (3.1.5) y (3.1.6). En este

caso, tales condiciones son equivalentes a:

=0 (3.2.13)

(pmavmb

X1 — 3| > &/ny +24/ng + 2 (3.2.14)
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Con estas condiciones, la dindmica descrita por el Hamiltoniano (3.2.1), puede ser perfectamente

descrita por el Hamiltoniano bimodal selectivo Caso II.

Hip = Eopplmg + 1,my + 1) (my,my| 6, + Hee. (3.2.15)

donde & rp =& v/ (ny + 1) (n, + 1). Para una interaccion como esta las transiciones entre niveles
adyacentes fuera del subespacio {|m, + 1, m; + 1), |m,, m;)} del campo de cavidad son

despreciables, confinando la interaccidon d&tomo-campo para este subespacio seleccionado.

De la condicion (3.2.13), podemos ver que {2, es igual a

B (22 1)+ B, A, 1)) = 0 (3.2.16)
1 A, k A, ’ A - B

Si asumimos la condicion de pardmetros A\; ~ A, ~ A3 = A, entonces de la condicion (3.2.14)

obtenemos que

Ay > Agy/ny +24/n, +2 (3.2.17)

de modo que usando la condicion (3.2.17) en (3.2.16) obtenemos una expresion mas compacta

ara (2, esto es
1

~

Ar

2, ~ A,

mb>\

3.2.2.2 Evolucion de los estados

Una dinamica descrita por el Hamiltoniano (3.2.15), implica que un estado del espacio total

atomo-campo, como por ejemplo |n,,n;,) ® |e), evolucione en el tiempo segiin

[ (1) = U v (0))



60

donde U = Exp (—i%}%) , y como resultado se obtiene

W (t)> = |na7nb> ® ‘6> o 5ma,na5mb,nb ‘ma7mb> ® ‘6>

+5ma,na5mb,nb [COS (gefft> ’maa mb> ® |€> —isin <§efft> |ma + 17 my, + 1> & ‘g>] :
De manera que, si n, # m, y n, # my,, entonces el estado no cambia en el tiempo, esto es
9 () = Ing,mp) ©1e) -

Es decir, la dinamica descrita por el Hamiltoniano selectivo (3.2.15) no induce transiciones fuera
del subespacio de radiacion |m, + 1,m, + 1) «— |m,, m;). En cambio si el estado inicial es

|m,, m;) ® |e), este evoluciona seglin la siguiente expresion

i (8)) = cos (& pft) Mg, my) @ |e) —isin (& 5t) |m, +1,my +1) ® |g)

demostrando que efectivamente el hamiltoniano disefiado induce transiciones entre los estados

|m, + 1, my + 1) y |m,, my) con las respectivas probabilidades

?ma,mb,e = cos? (fefft)

.2
'SDma-i-l,mb-i-l,g = Sin <£efft> .

3.2.2.3 Validacion de la interaccion

Nuevamente elegimos los subespacios {|5) , |6) } en el modo de frecuencia w, y {|2) ,|3)} en el
modo de frecuencia w;,. Asumiendo el estado inicial |5, 2) ® |e), se grafican las probabilidades 75

y P refiriendose al modo de frecuencia w, y (P5 y P;) refiriéndose al modo con frecuencia (wy).
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Los parametros también se asumen

A~ Ay~ Ag = A~ 10%57E Ay = 10A, A, = 20A,, A, = 1002, y £2, = Am,,. Estos
pardmetros son muy adecuados para la derivacion del Hamiltoniano selectivo (3.2.15), seglin lo
confirmado por buena concordancia entre curvas solidas provenientes del Hamiltoniano de
partida en la representacion de interaccion (3.2.10), y curvas punteadas calculadas a partir del
Hamiltoniano disefiado (3.2.15) cuyas probabilidades estan dadas por 5 = cos® &, frty

Pe = sin’ §e gt del modo w, (Py = cos? Eeppty Py = sin’ §e ¢t del modo wy), ver figura
(3.2.4). Se grafican las probabilidades en referencia al modo w, en primer plano, mientras que las
probabilidades con referencia al modo w, se presentan en el recuadro. También se presentan las
poblaciones de los estados adyacentes iniciales [4,1) ® |e) y |6, 3) ® |e) bajo el Hamiltoniano
(3.2.10) y los mismos parametros utilizados anteriormente. Como podemos ver a partir de las
curvas mas claras que oscilan cerca de la unidad, con una amplitud asociada menor (mayor) al
estado [4,1) ® |e) (]6,3) ® |e)), mostrando que la dindmica regida por el Hamiltoniano (3.2.10)
casi no alimenta estados fuera del subespacio seleccionado, confirmando efectivamente la validez

de la ingenieria de interaccion.

1.0

0.8

,"l 10 -
Vi 0.6
:
AN 02
0.4 \
\\‘ ””ﬂ w2 T
\\ Cepst

0.2

0.0

;7r/2- ’/T
Cepsl

Figura 3.2.4: Simulacion Hamiltoniano selectivo bimodal Caso II. Fuente Autoria Propia



Capitulo 4

Conclusion

Después de presentar un método general para obtener interacciones selectivas multimodales, se
procedio a derivar las transiciones selectivas bimodales. Para cada caso, partimos de una
configuracion de nivel atdbmico especifico y transiciones que, como se destaco anteriormente,
determinan la fuerza de la interaccion atomica-campo selectiva disefiada. El procedimiento que
hemos adoptado para derivar las interacciones selectivas, descritas en nuestro método general,
junto con las configuraciones de nivel atomico que hemos elegido, condujo a la misma frecuencia
Rabi efectiva. Por lo tanto, sospechamos que las elecciones alternativas de procedimientos y
configuraciones de estados atdmicos pueden conducir a una interaccion selectiva mas fuerte.
Después de presentar nuestras interacciones selectivas, pasamos al problema de analizar su
validez, comparando las dindmicas disefiadas con las calculadas a partir del Hamiltoniano
completo (de inicio). Verificamos, en cada caso, que la dindmica hamiltoniana completa se ajusta
bastante bien a las oscilaciones sinusoidales de Rabi mostradas por la interaccion efectiva. En
consecuencia, también confirmamos que la dinamica descrita por el Hamiltoniano completo

apenas alimenta los estados fuera del subespacios seleccionados.

62



Apéndice

Apéndice A: Calculo de las interacciones selectivas bimodales

Caso 1

Para la construccion de estas interacciones fue necesario el uso de calculos matematicos. El

Hamiltoniano de partida del sistema es el siguiente,

~

H = w,ala+wbib+w,le) (| +w; i) (1] +wy |k) (k]

FA105;, + AgbB, + A3bG, + Q5 et + Hc.

el cual fue necesario realizar una rotacion para eliminar términos y obtener la representacion de

interaccion del sistema
H, = U'HU — H,,
donde U = e~*Ho?  entonces se tiene que:

i, = ot (@il) (l+w; i) (il +w.e) (el +wp bTbtw,ata) ¢ [/\15L3¢g+)\2?73¢e
+)‘3/Z;a-ke+95-ige_ith} efi(waaTa+biTi)+we\e)(e\+wi\i)(z’Hwk\kz)(k\)t_}_H'C'

— ~s it 75 o —ilt T5 Lilt 5 iAt
H; = M\ao;e + A\ybo;.e + Agboy.e 71" + Qo e + Hee.
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donde las desintonias son dadas por: A = w, — w;

2:wb_wi+we’A1:wk_wb_wey

~

A=uw, —wy.

Calculo del Hamiltoniano efectivo

En el régimen dispersivo, es posible modificar algunas extensiones del modelo de

Jaynes-Cummings, como se muestra a continuacion.

Para la construccion del Hamiltoniano efectivo, se inicia de la representacion de la interaccion

presentada en la ecuacion (3.2.2) y mostrada a continuacion
Hyp = Xac,; e 8 + \bo e " + Agboy et 4 Q5 ¢34+ Hec.,

la cual asemeja un Hamiltoniano de interaccion con dependencia temporal armonica de la

siguiente estructura,

n=1
donde,
h3 - )\2’6&7:6 y hg - )\2’61-5-67, 5 WS - A

hy = Asbope hj; = Mbfoop » wy = A
El Hamiltoniano efectivo se construye mediante la expresion perturbativa de segundo orden,

a% —g . _ i 1 [hT b ]ei(wn_wm>t
eff — eff ho s fm )

n,m=1 mn
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entonces,

" Y U o I
HEff = K(O'ggaTa—O'iiaaU—Fw(O’ii—agg)
226, b1 — 3,001) + 2 1 — 7, b)
1

+ AlAAZ (640670 + &,,ab]

se eliminan adiabaticamente los niveles atomicos despoblados y finalmente el Hamiltoniano
efectivo es,

H,pp = [xiata + &,] 6,4 + x2bT05,, + € (a—gegﬁg 4 %ggﬁ)

, . Ly A2 A2 A3
el cual se mostré anteriormente en la ecuacion (3.2.3), donde x; = &, xo = & — *°»
1
o2 A
Ky =—%,yE="K7

Calculo del Hamiltoniano selectivo

Para la construccion de la interaccion selectiva, se hace necesario eliminar los términos diagonales

en el Hamiltoniano efectivo, mediante la transformacion unitaria H ;= UTH, 7 fﬁ —H, 0> yaque
a, = Hj + Hj,

donde,

~

H} =[x ata + k] Gy + XobTbo,

Teniendo en cuenta las siguientes consideraciones,

il - &§|n>(n| _ i\/—n—ﬂn—l)(m
atl — afi’fm) (n| = i;x/_n+_1|n+1) (n|
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para el operador (a), se hace que n — n + 1, entonces

it = > Vn+1ln+1)(n|

de igual forma para los operadores by b', entonces la representacion de interaccion efectiva es:

77
HI

§Y . Vi LYng + 1t TG g 4 1imy) (ng,ny + 1] e et

Ng Ny

+£ Z Vg + 1y/n, + 16“X2Eﬁ’aee8€g In,,ny+1)(n, +1,n,| e ™ [adtatnr]a,,

Mg ,MNy

£ Z V4 13/, + 1ettaatDimlg 41, n,) (ng, ny, + 1] e X2+l

Ng,MNy

+¢ Z Vny + Ly/ng + 1e7mtDs  in, ny, + 1) (n, + 1,m| e (ma ]

Mg ,MNy

& Vi + 1/, 1 1[5,y |0, + Limy) (ng,my, + 1] it matDoxalnt w4 g ]

Ng My

§ Z \/nb + 1\/na + 15—89 |na +1, nb> <na7 ny, + ]-| eitd)na’nb + H.c.

Ng,MNy

la condicion para la selectividad se da aplicando las condiciones de parametro mostradas

anteriormente en las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6), el Hamiltoniano selectivo es:

Hp="E&pplmg +1,my) (my, my, + 1|7, + Hec.

el cual se mostro en la ecuacion (3.2.7).

Apéndice B: Calculo de las interacciones selectivas bimodales

Caso 11



Para la construccién de estas interacciones es necesario realizar un procedimiento matematico

como el que se realizo anteriormente, partiendo de la representacion de partida

H = w,dfda+wbb+w,le) (el +w; i) (i +wy k) (k]

+A105;y + AobB; + AgbGe + Q50! + Hee.

Calculo del Hamiltoniano efectivo

Al igual que en el caso anterior partimos de la representacion de interaccion mostrada en la

ecuacion (3.2.10) y mostrada a continuacion,

Hp = MNac e 21t + Mo et + \gby, et82!

+Q,6,,.621t + Hee.

donde,
h]. - )\1&5'19 5 h/'il- - )\1&/“-6’91 5 wl — Al
hy = Qog h; = Uope , wy = By
h4 = ASBT&GI{: y hji = /\3B&k‘e , Wy = AQ

Aplicando la expresion perturbativa del caso anterior, se obtiene el Hamiltoniano efectivo

- A% ~ ATA ~ AAT Q% ~ ~
Heff - A_ (Jgga a— 0,04 > + = (Ukk o aee)
1 1
£22 (5 T 5,518) + 2 (5,55 —5,51D)
A, A,

)\1)\2 ~ ~+T ~ ~7
+ A, [JgeaTbT—i—aegab]
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se eliminan los niveles atdmicos como en el caso anterior quedando el Hamiltoniano efectivo asi,

ﬁeff = x,atao,, + (XgBTB + x5 + /'61> o, +¢& (&gedﬁﬁ + 8@&[})

como se mostro en la ecuacion (3.2.11), donde x; = AL Xa = 23 X3 = 2B A =2 y
A2 A2 A2 A3 Ay Ay M Ay
¢ = A1Ag
="K

Calculo del Hamiltoniano selectivo

Para el calculo de este, se realiza un procedimiento similar como en el caso anterior, utilizando la

misma transformacion unitaria, donde en este caso,
~ / ~ ~ ~an ~
Hj = Xla*aagg + (ngTb + X2+ Iﬁ) Oce

la representacion de interaccion efectiva es,

Hy = €3 i+ 1y/n, + 100t @005 n, +1,m, +1) (n,, ny| e (el Poxatn )7,

Mg My

+ Z Vv, +1y/n, + 1@it(x33TB+xQ+“l>&“5eg 1 ) (g + 1,y + 1] e~ H001212)0

Mg Ty

H; = ¢ Z Vg + 1y/ng + 1 aths n, 41,0y + 1) (n,, ny| e txametxetr)

Mg My

+f Z \/nb + 1\/na + 1eit(X3nb+X2+m)&eg ‘nav nb> <na + 17 ny, + 1‘ efitxl(naJrl)

Mg sTy

H) = ¢ Z Vi +1y/n, +1 [0y 0, + 1,1, + 1) (n,, 1| etha(na )= txa)=ml 4 H ¢ |

Mg My

I;r; = 5 Z \/nb + 1\/na + l&ge |na + 1’ ny + 1) <na= nb| eitd)na’nb + H.c.

Mg My

dado que la condicion para la selectividad se da aplicando los parametros (3.2.13) y (3.2.14),



entonces el Hamiltoniano selectivo es:
.7_[1[ - geff |ma + ]_,mb + ]_> <ma7mb| 596 + HC

el cual se mostro en la ecuacion (3.2.15).
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