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Resumen

Las interacciones selectivas de un modo de cavidad, en las cuales una excitación de un modo del

campo de radiación es confinada entre dos estados de Fock seleccionados controladamente, han

sido objeto de estudio para aplicaciones como la generación y reconstrucción de estados

cuánticos, operaciones lógicas cuánticas, preparación de estados entrelazados atómicos y del

campo de radiación. Todas estas de mucho interés en ciencias de la información cuántica. En este

trabajo, se extendió la selectividad de manera simultánea a dos modos de cavidad, logrando así

interacciones selectivas biliniales. Las cuales han sido obtenidas en dos configuraciones de

niveles atómicos y como resultado se obtuvieron dos tipos de interacción selectiva bilineal. Las

interacciones logradas para ambos casos son validadas numéricamente usando parámetros típicos

de cavidades en el régimen de la electrodinámica cuántica, en las cuales se comparó la evolución

de las poblaciones de los subespacios seleccionados obtenidas del Hamiltoniano total, con las

oscilaciones sinusoidales de Rabi derivadas de las dinámicas efectivas diseñadas, demostrando

que los Hamiltonianos diseñados actúan efectivamente sólo en los estados seleccionados.

Palabras Claves: Hamiltoniano, Interacción, Bimodal, Efectivo, Selectivo.
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Abstract

Selective cavity-mode interactions, in which an excitation of a radiation field mode is confined

between two controlledly selected Fock states, have been studied for applications such as

quantum state generation and reconstruction, quantum logic operations , preparation of atomic

entangled states and radiation field. All of these are of great interest in quantum information

science. In this work, the selectivity was extended simultaneously to two cavity modes, thus

achieving bilinial selective interactions. Which have been obtained in two configurations of

atomic levels and as a result two types of bilinear selective interaction were obtained. The

interactions achieved for both cases are numerically validated using typical parameters of cavities

in the quantum electrodynamics regime, in which the evolution of the populations of the selected

subspaces obtained from the total Hamiltonian were compared with the Rabi sinusoidal

oscillations derived from the designed effective dynamics, showing that designed Hamiltonians

act effectively only in selected states.

Keywords: Hamiltonian, Interaction, Bimodal, Effective, Selective.
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Capítulo 1

Introducción

La interacción de un átomo de dos niveles de energía con un sistema de dimensión infinita es uno

de los modelos cuánticos más fundamentales, que describe la interacción entre los sistemas de

variables continuas y discretas. Un ejemplo de lo anterior es el modelo de Jaynes-Cummings

(JCM por sus siglas en inglés), en el que un átomo de dos niveles interactúa con un solo modo del

campo electromagnético (Jaynes y Cummings, 1963), cuyo espacio de Hilbert es de dimensión

infinita. El JCM desde su realización experimental (Raithel et al., 1994), ha permitido grandes

avances tanto en el campo tecnológico como científico, es por eso que en los últimos años ha

tenido un acelerado desarrollo gracias al progreso de técnicas teórico-experimentales que

permiten crear y detectar un fotón, así como por ejemplo estudiar un átomo dentro de una cavidad.

En el año 1963 fue propuesto el modelo de Jaynes-Cummings para estudiar los aspectos clásicos

de la emisión espontánea, que modela la interacción de un átomo de dos niveles con un modo del

campo electromagnético presente en una cavidad. Actualmente este modelo se sigue utilizando

para describir la interacción entre átomos y radiación a nivel cuántico. En sus años de vigencia

han propuesto muchas extensiones y modificaciones al modelo aportando gran cantidad de

nuevos efectos que ponen de manifiesto la naturaleza cuántica de la radiación. Algunas de estas

modificaciones se logran en el régimen dispersivo, en el cual la desintonía átomo-campo es lo

suficientemente grande como para que no se produzcan transiciones atómicas directas; sin
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embargo, se producen interacciones dispersivas entre el átomo y el campo de cavidad (García et

al., 2019). El modelo de Jaynes-Cummings despierta un gran interés ya que muchas de sus

predicciones son verificadas en forma experimental, ademas es posible realizar interacciones del

tipo Jaynes-Cummings en cavidades de alta fineza, y también en forma efectiva en trampas

iónicas y circuitos superconductores (Huerta y Rodriguez, 2016).

La ingeniería de Hamiltonianos enfoca sus esfuerzos teóricos para facilitar la experiencia en la

manipulación de los estados del campo de radiación o la materia mejorando cada vez más la

fidelidad de los estados producidos. Es por esto que la comunidad científica trabaja intensamente

en la exploración de esquemas más eficientes y robustos que permitan un mayor control sobre la

manipulación de los estados cuánticos.

Entre estos esquemas propuestos, con lo que tiene que ver con el campo de radiación, se

encuentran las interacciones selectivas, llamadas así porque una excitación de un modo del campo

de radiación esta confinada unicamente entre dos estados de Fock del espacio de Hilbert infinito

que constituye la base del campo de radiación. Estas interacciones selectivas, ya han sido

aplicadas con éxito en la generación y reconstrucción de estados cuánticos (Santos et al., 2001),

operaciones lógicas cuánticas (Solano, 2005), preparación de estados entrelazados atómicos

(Youn et al., 2007), preparación de estados estacionarios de Fock y estados entrelazados del

campo de radiación, así como también la implementación de una tijera cuántica (Prado et al.,

2014; Rosado et al., 2015; De Moraes Neto et al., 2014). Recientemente, se implementó la

interacción selectiva de k-fotones en los regímenes de acoplamiento fuerte y ultra fuerte del

modelo cuántico de Rabi (Cong et al., 2019), tales procesos multifotónicos cobran mucho interés

para aplicaciones en ciencias de la información cuántica (Villas y Rossatto, 2019).

Por todo lo aquí mencionado, en este trabajo se propone extender las interacciones selectivas de

un único modo, a interacciones selectivas multimodos, específicamente al caso particular de

interacciones selectivas bilineales mediante átomos multiniveles y su interacción con cavidades
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bimodales. Las interacciones diseñadas en este trabajo serán base de estudios a futuras posibles

aplicaciones, como por ejemplo la protección de estados entrelazados del campo de radiación y

compuertas lógicas cuánticas.

Sobre este Trabajo de Grado

Este trabajo de grado busca construir Hamiltonianos selectivos en cavidades ópticas bimodales

del campo de radiación en el régimen de la electrodinámica cuántica de cavidades, para dos

configuraciones atómicas de cuatro niveles de energía. Para alcanzar dicho objetivo, este trabajo

se ha distribuido de la siguiente manera: El capítulo 2, se presentan los fundamentos teóricos los

cuales inician con la cuantización del campo electromagnético para campos de un modo de

cavidad y campos multimodos, seguido de ello se muestra el modelo de Jaynes-Cummings

(JCM), finalizando con la teoría de Hamiltonianos efectivos de James y Jerke. El capítulo 3, inicia

con el método general que permite la construcción de interacciones selectivas a partir de un

Hamiltoniano efectivo, continuando con la construcción y validación de las interacciones

selectivas de cavidad bimodales (para dos casos considerados), las cuales son el propósito y

función de este trabajo. En el capítulo 4, se muestran las conclusiones obtenidas, para dar por

finalizado el trabajo.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo General

• Construir Hamiltonianos selectivos en cavidades que soportan dos modos de vibración del

campo de radiación en el régimen de la electrodinámica cuántica de cavidades.

1.1.2 Objetivos Específicos

• Realizar la generalización de la técnica de Hamiltonianos selectivos de un solo modo de

cavidad a Hamiltonianos selectivos multimodos (Bimodales).

• Aplicar la técnica de interacciones selectivas multimodales al caso particular de

interacciones bilineales.

• Comprobar la validez de las interacciones selectivas construidas, utilizando la herramienta

de cálculo Qutip.



Capítulo 2

Fundamentos teóricos

En este capítulo se muestra la forma en como el campo electromagnético de un modo de vibración

pasa de su estado clásico a un estado totalmente cuantificado y así considerar el caso para el

campo a diferentes modos de vibración y el caso cuando hay presencia de un átomo en el campo

electromagnético para así describir la interacción que estos generan mediante condiciones que

favorecen su interpretación, como es el caso de un átomo de dos niveles interactuando con un

campo de un solo modo de vibración, hasta llegar a considerar el mismo átomo con un campo de

varios modos de vibración. También se muestra el método para la construcción de dinámicas

efectivas las cuales son el eje fundamental de este trabajo.

2.1 Cuantización del campo electromagnético

En esta sección se presenta la cuantización del campo electromagnético, con particular atención

en la interpretación del fotón como una excitación elemental de un modo normal del campo. Se

comienza con el caso de un campo unimodal confinado en paredes conductoras en una cavidad

15
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unidimensional, y luego se da una interpretación a los campos multimodos.

2.1.1 Cuantización de un campo unimodal

La cuantización del campo de un solo modo se desarrollada considerando que el campo de

radiación esta confinado en una cavidad en 𝑧 = 0 y 𝑧 = 𝐿, como se muestra en la figura (2.1.1).
Dado este esquema, el campo eléctrico se anulara en las fronteras y tomara la forma de una onda

estacionaria. Se supone también que no hay fuentes de radiación y que el campo eléctrico está

polarizado a lo largo de la dirección 𝑥, de tal manera que E(r, 𝑡) = e𝑥𝐸𝑥(𝑧, 𝑡), donde e𝑥 es un

vector unitario de polarización. Así, las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre están dadas en

unidades del sistema internacional (SI) por:

∇ × E = −𝜕B
𝜕𝑡 (2.1.1)

∇ × B = 𝜇0𝜀0
𝜕E
𝜕𝑡 (2.1.2)

∇ · B = 0 (2.1.3)

∇ ⋅ E = 0 (2.1.4)

El campo eléctrico unimodal que satisface las ecuaciones de Maxwell y estas condiciones de

contorno están dadas por,

𝐸𝑥(𝑧, 𝑡) = ( 2𝜔2

𝑉 𝜀0
)

1/2

𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑧) (2.1.5)

Donde 𝜔 es la frecuencia del modo y 𝑘 es el número de onda relacionado con la frecuencia por

𝑘 = 𝜔/𝑐, 𝑉 es el volumen efectivo de la cavidad y 𝑞(𝑡) es un factor dependiente del tiempo que
tiene dimensión de longitud y actuará como una posición canónica. La condición de frontera en

𝑧 = 𝐿 produce las frecuencias permitidas 𝜔𝑚 = 𝑐 (𝑚𝜋/𝐿) , 𝑚 = 1, 2, ... El campo magnético en la
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Figura 2.1.1: Cavidad óptica con paredes perfectamente conductoras situadas en 𝑧 = 0 y 𝑧 = 𝐿,
donde el campo eléctrico está polarizado a lo largo de la dirección 𝑥 y el campo magnético a lo
largo de la dirección 𝑦. Tomada de Hernández L, (pag. 5), 2017.

cavidad se obtiene a partir de las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.5), esto es B(r, 𝑡) = e𝑦𝐵𝑦(𝑧, 𝑡)

−𝜕𝑧𝐵𝑦 = 𝜇0𝜀0 ( 2𝜔2

𝑉 𝜀0
)

1/2

̇𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑧),

integrando se obtiene

𝐵𝑦(𝑧, 𝑡) = (𝜇0𝜀0
𝑘 ) ( 2𝜔2

𝑉 𝜀0
)

1/2

̇𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑧) (2.1.6)

Aquí, ̇𝑞(𝑡) desempeña el papel de un momento canónico para una partícula de masa unitaria, es
decir 𝑝(𝑡) = ̇𝑞(𝑡). La energía clásica del campo o Hamiltoniano 𝐻̂𝑐 del campo unimodal esta dada

por

𝐻̂𝑐 = 1
2 ∫ 𝑑𝑉 [𝜀0E2(r, 𝑡) + 1

𝜇0
B2(r, 𝑡)]

𝐻̂𝑐 = 1
2 ∫ 𝑑𝑉 [𝜀0𝐸2

𝑥(𝑧, 𝑡) + 1
𝜇0

𝐵2
𝑦(𝑧, 𝑡)] (2.1.7)

A partir de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.6), se puede notar que

𝐻𝑐 = 1
2 (𝑝2 + 𝜔2𝑞2) (2.1.8)

Es evidente que un campo unimodal es formalmente equivalente a un oscilador armónico de masa
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unitaria, donde los campos eléctrico y magnético, aparte de algunos factores de escala,

desempeñan los roles de posición y de momento canónico, respectivamente. Los libros de texto

sobre la mecánica cuántica discuten la Cuantización del oscilador armónico unidimensional. Aquí

se toma el planteamiento de que habiendo identificado las variables canónicas 𝑞 y 𝑝 para el
sistema clásico, simplemente se usa la regla de correspondencia para reemplazarlas por sus

equivalentes operadores ̂𝑞 y ̂𝑝, así como se muestra en (Hernández, 2017). Estos operadores deben
satisfacer la relación de conmutación canónica

[ ̂𝑞, ̂𝑝] = 𝑖ℏ ̂𝐼 (2.1.9)

A partir de ahora se sigue la costumbre y se descarta el operador de identidad ̂𝐼 y se escribe

[ ̂𝑞, ̂𝑝 = 𝑖ℏ] . Así, los campos eléctricos y magnéticos se convierten en los operadores

̂𝐸𝑥(𝑧, 𝑡) = ( 2𝜔2

𝑉 𝜀0
)

1/2

̂𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑧), (2.1.10)

𝐵̂𝑦(𝑧, 𝑡) = (𝜇0𝜀0
𝑘 ) ( 2𝜔2

𝑉 𝜀0
)

1/2

̂𝑝(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑧) (2.1.11)

respectivamente. El Hamiltoniano se convierte en

𝐻̂𝑐 = 1
2 ( ̂𝑝2 + 𝜔2 ̂𝑞2) , (2.1.12)

Los operadores ̂𝑞 y ̂𝑝 son hermíticos y por lo tanto corresponden a cantidades observables. Sin
embargo, es conveniente y tradicional introducir los operadores no-hermíticos de aniquilación ( ̂𝑎)
y creación ( ̂𝑎†) a través de las combinaciones

̂𝑎 = 1√
2ℏ𝜔

(𝜔 ̂𝑞 + 𝑖 ̂𝑝) (2.1.13)

̂𝑎† = 1√
2ℏ𝜔

(𝜔 ̂𝑞 − 𝑖 ̂𝑝) (2.1.14)
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Así, los operadores de campo eléctrico y magnético se pueden reescribir como

̂𝐸𝑥(𝑧, 𝑡) = ℰ0 ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑧) (2.1.15)

̂𝐵𝑦(𝑧, 𝑡) = ℬ0
1
𝑖 ( ̂𝑎 − ̂𝑎†) 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑧) (2.1.16)

donde ℰ0 = (ℏ𝜔/𝜀0𝑉 )1/2y ℬ0 = (𝜇0/𝑘) (𝜀0ℏ𝜔3/𝑉 )1/2, representan respectivamente los campos

eléctrico y magnético por fotón. Los operadores ̂𝑎 y ̂𝑎† satisfacen la relación de conmutación

[ ̂𝑎, ̂𝑎†] = 1 (2.1.17)

y como resultado el operador Hamiltoniano toma la forma

𝐻̂𝑐 = ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2) (2.1.18)

Hasta ahora no se ha dicho nada de la dependencia temporal de los operadores ̂𝑎 y ̂𝑎†. Para un

operador arbitrario 𝑂̂ que no tiene dependencia explicita del tiempo.

La ecuación de movimiento de Heisenberg dice que

𝑑𝑂̂
𝑑𝑡 = 𝑖

ℏ [𝐻̂, 𝑂̂] (2.1.19)

Para el operador de aniquilación ̂𝑎 esto se convierte en

𝑑 ̂𝑎
𝑑𝑡 = 𝑖

ℏ [𝐻̂, ̂𝑎]
𝑑 ̂𝑎
𝑑𝑡 = 𝑖

ℏ [ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2) , ̂𝑎]

𝑑 ̂𝑎
𝑑𝑡 = 𝑖𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 ̂𝑎 − ̂𝑎 ̂𝑎† ̂𝑎)
𝑑 ̂𝑎
𝑑𝑡 = 𝑖𝜔 [ ̂𝑎, ̂𝑎†] ̂𝑎
𝑑 ̂𝑎
𝑑𝑡 = −𝑖𝜔 ̂𝑎
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que tiene la solución

̂𝑎(𝑡) = ̂𝑎(0)𝑒−𝑖𝜔𝑡 (2.1.20)

Por el mismo método, o simplemente tomando el conjugado hermitico de la ecuación (2.1.20), se

obtiene

̂𝑎†(𝑡) = ̂𝑎†(0)𝑒𝑖𝜔𝑡 (2.1.21)

El operador producto ̂𝑎† ̂𝑎 es llamado el operador número y se denota como 𝑛̂. Ademas, |𝑛⟩
denota un estado propio de energía del campo unimodal con valor propio energético 𝐸𝑛, tal que

𝐻̂𝑐 |𝑛⟩ = ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2) |𝑛⟩ = 𝐸𝑛 |𝑛⟩ (2.1.22)

Si multiplicamos la ecuación (2.1.22) por ̂𝑎†entonces podemos generar una nueva ecuación de

valor propio

ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 ̂𝑎† + 1
2 ̂𝑎†) |𝑛⟩ = 𝐸𝑛 ̂𝑎† |𝑛⟩ (2.1.23)

Usando las relaciones de conmutación de la ecuación (2.1.17) podemos escribir esto como

ℏ𝜔 [( ̂𝑎† ̂𝑎 − ̂𝑎†) + 1
2 ̂𝑎] |𝑛⟩ = 𝐸𝑛 ̂𝑎† |𝑛⟩ (2.1.24)

ó

ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2) ( ̂𝑎† |𝑛⟩) = (𝐸𝑛 + ℏ𝜔) ( ̂𝑎† |𝑛⟩) (2.1.25)

Que es el problema de valor propio con el estado propio ( ̂𝑎† |𝑛⟩) con el valor propio de energía
𝐸𝑛 + ℏ𝜔. Ahora debería quedar claro por que ̂𝑎†se llama operador de creación: crea un “cuanto”

de energía ℏ𝜔. También se podría decir de manera bastante abierta, que ̂𝑎† crea un “fotón” de

energía ℏ𝜔. De manera similar si multiplicamos la ecuación (2.1.22) por el operador ̂𝑎 y usamos

la relación de conmutación, obtenemos

𝐻̂𝑐 ( ̂𝑎 |𝑛⟩) = (𝐸𝑛 − ℏ𝜔) ( ̂𝑎 |𝑛⟩) (2.1.26)
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Donde es evidente que el operador ̂𝑎 destruye o aniquila un cuanto de energía o fotón, el estado

propio ̂𝑎 |𝑛⟩ que posee el valor propio de energía 𝐸𝑛 − ℏ𝜔. Evidentemente, repitiendo el
procedimiento de la ecuación (2.1.26) resultará en la disminución del valor propio de energía en

múltiplos enteros de ℏ𝜔. Pero la energía del oscilador armónico siempre debe ser positiva, por lo
que debe a ver un valor propio de energía más bajo, 𝐸0 > 0, con el estado propio correspondiente
|0⟩ tal que

𝐻̂𝑐 ( ̂𝑎 |0⟩) = (𝐸0 − ℏ𝜔) ( ̂𝑎 |0⟩) (2.1.27)

por lo tanto, se concluye que

̂𝑎 |0⟩ = 0 (2.1.28)

Donde el estado |0⟩ se conoce como estado vacío o estado base, por tanto se puede conocer la
energía del estado base

𝐻̂𝑐 |0⟩ = ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2) |0⟩ = 1

2ℏ𝜔 |0⟩ (2.1.29)

de modo que el valor propio de energía más baja es la llamada energía de punto cero ℏ𝜔/2. Dado
que 𝐸𝑛+1 = 𝐸𝑛 + ℏ𝜔, los valores propios de energía son

𝐸𝑛 = ℏ𝜔 (𝑛 + 1
2) , 𝑛 = 0, 1, 2, .... (2.1.30)

Estos niveles de energía se representan, contra el potencial del oscilador armónico, en la figura

(2.1.2) Así, para el operador numérico 𝑛̂ = ̂𝑎† ̂𝑎 tenemos

𝑛̂ |𝑛⟩ = 𝑛 |𝑛⟩ (2.1.31)

Estos estados numéricos deben normalizarse de acuerdo con ⟨𝑛 |𝑛⟩ = 1. Para el estado ̂𝑎 |𝑛⟩
tenemos

̂𝑎 |𝑛⟩ = 𝑐𝑛 |𝑛 − 1⟩ , (2.1.32)
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Figura 2.1.2: Niveles de energía del oscilador armónico. Tomada de Hernández L, (pag. 9) 2017.

donde 𝑐𝑛 es una constante por determinar. Entonces el producto interno de ̂𝑎 |𝑛⟩ consigo mismo es

(⟨𝑛| ̂𝑎†) ( ̂𝑎 |𝑛⟩) = ⟨𝑛| ̂𝑎† ̂𝑎 |𝑛⟩ = 𝑛,

(⟨𝑛| ̂𝑎†) ( ̂𝑎 |𝑛⟩) = ⟨𝑛 − 1| 𝑐∗
𝑛𝑐𝑛 |𝑛 − 1⟩ = ∣𝑐2

𝑛∣ , (2.1.33)

y así ∣𝑐2
𝑛∣ = 𝑛 entonces podemos tomar 𝑐𝑛 = √𝑛, por lo tanto

̂𝑎 |𝑛⟩ = √𝑛 |𝑛 − 1⟩ (2.1.34)

del mismo modo podemos demostrar que

̂𝑎† |𝑛⟩ =
√

𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩ (2.1.35)

A partir de este último resultado, es sencillo mostrar que los estados numéricos |𝑛⟩ pueden
generarse a partir del estado base|0⟩ mediante la acción repetida del operador de creación ̂𝑎†:

|𝑛⟩ = ( ̂𝑎†)𝑛
√

𝑛!
|0⟩ (2.1.36)

Debido a que 𝐻̂𝑐 y 𝑛̂ son hermíticos, los estados de diferente número son ortogonales, es decir,
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⟨𝑛′| |𝑛⟩ = 𝛿𝑛𝑛′ , además, los estados numéricos forman un conjunto completo, es decir

∞
∑
𝑛=0

|𝑛⟩ ⟨𝑛| = 1 (2.1.37)

Los únicos elementos de matriz que no desaparecen de los operadores de de aniquilación y

creación son

⟨𝑛 − 1| ̂𝑎 |𝑛⟩ = √𝑛 ⟨𝑛 − 1| |𝑛 − 1⟩ = √𝑛 (2.1.38)

⟨𝑛 + 1| ̂𝑎† |𝑛⟩ =
√

𝑛 + 1 ⟨𝑛 + 1| |𝑛 + 1⟩ =
√

𝑛 + 1 (2.1.39)

2.1.2 Campos Multimodos

Los resultados para el campo unimodal confinado a una cavidad se pueden generalizar a campos

de radiación multimodos. Consideremos que estos campos están en el espacio libre donde se

supone que no hay fuentes de radiación ni cargas, por lo que las ecuaciones (2.1.1-2.1.4) aun se

mantienen. Los campos de radiación eléctrico y magnético pueden expresarse en términos del

potencial vectorial A(r, 𝑡) que satisface la ecuación de onda

∇2A − 1
𝑐2

𝜕2A
𝜕𝑡2 = 0 (2.1.40)

y la condición del calibre de Coulomb

∇ ⋅ A(r, 𝑡) = 0 (2.1.41)

donde

E(r, 𝑡) = −𝜕A(r, 𝑡)
𝜕𝑡 (2.1.42)

y

B(r, 𝑡) = ∇ × A(r, 𝑡) (2.1.43)
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Ahora imaginamos que el espacio libre puede modelarse como una cavidad cubica de lado 𝐿 con

paredes perfectamente reflectantes. La idea aquí es que 𝐿 debería ser muy grande en comparación

con las dimensiones de cualquier cosa dentro del cubo con la que la radiación podría interactuar

(por ejemplo, los átomos). También asumimos que 𝐿 es mucho mas grande que las longitudes de

onda del campo. Todos los resultados físicos obtenidos de dicho modelo deben ser independientes

del tamaño de la cavidad, ya que, una vez realizados todos los cálculos, tomamos 𝐿 → ∞, tal

cual se muestra en (Gerry y Knight, 2005).

El propósito de la cavidad cubica es imponernos condiciones de contorno periódicas en las caras

del cubo. Por ejemplo, en la dirección 𝑥 necesitaremos que las ondas planas satisfagan la

condición

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑥+𝐿) (2.1.44)

de lo que se sigue que

𝑘𝑥 (2𝜋
𝐿 ) 𝑚𝑥, 𝑚𝑥 = 0, ±1, ±2, ... (2.1.45)

De manera similar, para las direcciones 𝑦 y 𝑧 tenemos

𝑘𝑦 (2𝜋
𝐿 ) 𝑚𝑦, 𝑚𝑦 = 0, ±1, ±2, ... (2.1.46)

𝑘𝑧 (2𝜋
𝐿 ) 𝑚𝑧, 𝑚𝑧 = 0, ±1, ±2, ... (2.1.47)

El vector de onda es entonces

k = 2𝜋
𝐿 (𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧) (2.1.48)

y su magnitud esta relacionada con la frecuencia 𝜔𝑘 según 𝑘 = 𝜔𝑘/𝑐. Un conjunto de enteros
(𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧) especifica un modo normal del campo (a parte de la polarización), el número de
modos es infinito pero numerable.
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Esto es matemáticamente más simple que tratar con el continuo de modos en el espacio libre.

El número total de modos en los intervalos △𝑚𝑥, △𝑚𝑦, △𝑚𝑧 es

△𝑚 = △𝑚𝑥△𝑚𝑦△𝑚𝑧 = 2 ( 𝐿
2𝜋)

3
△𝑘𝑥△𝑘𝑦△𝑘𝑧, (2.1.49)

donde el factor de 2 tiene en cuenta las dos polarizaciones independientes.

En un límite casi continuo, en el que asumimos que las longitudes de onda son pequeñas en

comparación con 𝐿, tendremos ondas densamente empaquetadas en el espacio 𝑘 y, por lo tanto,

podremos aproximarnos a △𝑚 por el diferencial

𝑑𝑚 = 2 ( 𝑉
8𝜋3 ) 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧 (2.1.50)

donde hemos establecido 𝑉 = 𝐿3. En coordenadas polares esféricas del espacio 𝑘

k = 𝑘 (𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜙), 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) (2.1.51)

y tenemos

𝑑𝑚 = 2 ( 𝑉
8𝜋3 ) 𝑘2𝑑𝑘𝑑Ω (2.1.52)

donde 𝑑Ω = 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜙 es el elemento de ángulo solido al rededor de la dirección k.

Usando la relación 𝑘 = 𝜔𝑘/𝑐 podemos transformar la ecuación (2.1.52) en

𝑑𝑚 = 2 ( 𝑉
8𝜋3 ) 𝜔2𝑘

𝑐3 𝑑𝜔𝑘𝑑Ω (2.1.53)

integrando la ecuación (2.1.52) sobre el ángulo solido nos da:
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Los números de modos en todas las direcciones en el rango 𝑘 a 𝑘 + 𝑑𝑘

𝑉 𝑘2

𝜋2 𝑑𝑘 = 𝑉 𝜌𝑘𝑑𝑘 (2.1.54)

donde 𝜌𝑘𝑑𝑘 es la densidad de modos (número de modos por unidad de volumen) y obviamente

𝜌𝑘 = 𝑘2/𝜋2. Integrando la ecuación (2.1.53) de la misma manera produce:

Los números de modos en todas las direcciones en el rango 𝜔𝑘 a 𝜔𝑘 + 𝑑𝜔𝑘

𝑉 𝜔2
𝑘

𝜋2𝑐3 𝑑𝜔𝑘 = 𝑉 𝜌 (𝜔𝑘) 𝑑𝜔𝑘 (2.1.55)

donde 𝜌 (𝜔𝑘) 𝑑𝜔𝑘 es también la densidad de modo con 𝜌 (𝜔𝑘) = 𝜔2
𝑘/ (𝜋2𝑐3) .

El potencial vectorial se puede expresar como una superposición de ondas planas en la forma

A(r, 𝑡) = ∑
k,𝑠

ek𝑠 [𝐴k𝑠(𝑡)𝑒𝑖k⋅r + 𝐴∗
k𝑠(𝑡)𝑒−𝑖k⋅r] (2.1.56)

Donde 𝐴k𝑠 es la amplitud compleja del campo y donde ek𝑠 es un vector de polarización real. La

suma sobre k simplemente significa la suma sobre el conjunto de números enteros (𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧)
y la suma sobre 𝑠 es la suma sobre las dos polarizaciones independientes. Estas polarizaciones
deben ser ortogonales ek𝑠 ⋅ ek𝑠′ = 𝛿𝑠𝑠′ y de la condición de calibre de la ecuación (2.1.48) debe

satisfacer

k ⋅ ek𝑠 = 0, (2.1.57)

conocida como condición de transversalidad. El calibre de coulomb se conoce a veces como

calibre transversal en el que la polarización es ortogonal a la dirección de propagación.

Los vectores de polarización ek1 y ek2 forman un sistema diestro tal que

ek1 × ek2 = k
|k| = 𝑘 (2.1.58)
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En el espacio libre, la suma de la ecuación (2.1.56) se remplaza por la integral

∑
𝑘

→ 𝑉
𝜋2 ∫ 𝑘2𝑑𝑘. (2.1.59)

Ahora de las ecuaciones (2.1.40) y (2.1.41) obtenemos para las amplitudes complejas 𝐴k𝑠(𝑡) la
ecuación del oscilador armónico

𝑑2𝐴k𝑠
𝑑𝑡2 + 𝜔2

𝑘𝐴k𝑠 = 0 (2.1.60)

donde 𝜔𝑘 = 𝑐𝑘. La solución es
𝐴k𝑠(𝑡) = 𝐴k𝑠𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡 (2.1.61)

donde hemos establecido 𝐴k𝑠(0) ≡ 𝐴k𝑠.

De las ecuaciones (2.1.42) y (2.1.43), los campos eléctricos y magnéticos, respectivamente, son

E(r, 𝑡) = 𝑖∑
k𝑠

𝜔𝑘ek𝑠 [𝐴k𝑠(𝑡)𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡) − 𝐴∗
k𝑠(𝑡)𝑒−𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡)] , (2.1.62)

B(r, 𝑡) = 𝑖
𝑐∑

k𝑠
𝜔𝑘 (𝑘 × ek𝑠) [𝐴k𝑠(𝑡)𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡) − 𝐴∗

k𝑠(𝑡)𝑒−𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡)] (2.1.63)

La energía del campo esta dada por

𝐻𝑐 = 1
2∫

𝑉

(𝜀0E ⋅ E + 1
𝜇0

B ⋅ B) 𝑑𝑉 (2.1.64)

Encontramos que la contribución a 𝐻𝑐 del campo eléctrico y magnético es:

1
2∫

𝑉

𝜀0E ⋅ E𝑑𝑉 = 𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠(𝑡)𝐴∗

k𝑠(𝑡) − 𝑅

1
2∫ 1

𝜇0
B ⋅ B𝑑𝑉
𝑉

= 𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠(𝑡)𝐴∗

k𝑠(𝑡) + 𝑅



28

la energía toma la siguiente forma

𝐻𝑐 = 𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠(𝑡)𝐴∗

k𝑠(𝑡) − 𝑅 + 𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠(𝑡)𝐴∗

k𝑠(𝑡) + 𝑅

𝐻𝑐 = 2𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠(𝑡)𝐴∗

k𝑠(𝑡)

𝐻𝑐 = 2𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡𝐴∗

k𝑠𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡

𝐻𝑐 = 2𝜀0𝑉 ∑
k𝑠

𝜔2
𝑘𝐴k𝑠𝐴∗

k𝑠 (2.1.65)

Donde hemos utilizado la ecuación (2.1.61). La energía de la ecuación (2.1.65) tiene una forma

muy simple en termino de las amplitudes 𝐴k𝑠, para cuantificar el campo se deben introducir las

variables canónicas 𝑝k𝑠 y 𝑞k𝑠. Se define

𝐴k𝑠 = 1
2𝜔𝑘 (𝜀0𝑉 )1/2 [𝜔𝑘𝑞k𝑠 + 𝑖𝑝k𝑠] , (2.1.66)

𝐴∗
k𝑠 = 1

2𝜔𝑘 (𝜀0𝑉 )1/2 [𝜔𝑘𝑞k𝑠 − 𝑖𝑝k𝑠] , (2.1.67)

de tal manera que en la ecuación (2.1.65) obtenemos

𝐻𝑐 = 1
2∑

k𝑠
(𝑝2

k𝑠 + 𝜔2
𝑘𝑞2

k𝑠) (2.1.68)

La cuantización del campo procede exigiendo que las variables canónicas se conviertan en

operadores que satisfagan las relaciones de conmutación,

[ ̂𝑞k𝑠, ̂𝑞k′𝑠′] = 0 = [ ̂𝑝k𝑠, ̂𝑝k′𝑠′] (2.1.69)

[ ̂𝑞k𝑠, ̂𝑝k′𝑠′] = 𝑖ℏ𝛿kk′𝛿𝑠𝑠′ (2.1.70)
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En cuanto al campo de un modo, los operadores creación y aniquilación pueden definirse como

̂𝑎k𝑠 = 1
(2ℏ𝜔𝑘)1/2 [𝜔𝑘 ̂𝑞k𝑠 + 𝑖 ̂𝑝k𝑠] , (2.1.71)

̂𝑎†
k𝑠 = 1

(2ℏ𝜔𝑘)1/2 [𝜔𝑘 ̂𝑞k𝑠 − 𝑖 ̂𝑝k𝑠] , (2.1.72)

que satisfacen

[ ̂𝑎k𝑠, ̂𝑎k′𝑠′] = 0 = [ ̂𝑎†
k𝑠, ̂𝑎†

k′𝑠′] (2.1.73)

[ ̂𝑎k𝑠, ̂𝑎†
k′𝑠′] = 𝛿kk′𝛿𝑠𝑠′ (2.1.74)

La energía del campo se convierte en el operador Hamiltoniano de la siguiente manera

̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠 = 1

2ℏ𝜔𝑘
[𝜔𝑘 ̂𝑞k𝑠 − 𝑖 ̂𝑝k𝑠] [𝜔𝑘 ̂𝑞k𝑠 + 𝑖 ̂𝑝k𝑠]

̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠 = 1

2ℏ𝜔𝑘
( ̂𝑝2

k𝑠 + 𝜔2
𝑘 ̂𝑞2

k𝑠) + 𝑖
2ℏ [ ̂𝑞k𝑠, ̂𝑝k𝑠]

̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠 = 𝐻̂

∑
k𝑠

ℏ𝜔𝑘
+ ( 𝑖

2ℏ) (𝑖ℏ)

̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠 = 𝐻̂

∑
k𝑠

ℏ𝜔𝑘
− 1

2,

entonces el operador Hamiltoniano es:

𝐻̂𝑐 = ∑
k𝑠

ℏ𝜔𝑘 ( ̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠 + 1

2)

𝐻̂𝑐 = ∑
k𝑠

ℏ𝜔𝑘 (𝑛̂k𝑠 + 1
2) (2.1.75)

donde 𝑛̂k𝑠 = ̂𝑎†
k𝑠 ̂𝑎k𝑠, es el operador numérico en el modo k𝑠.

Cada uno de estos modos, al ser independientes de todos los demás, tiene un conjunto asociado de

estados propios de número |𝑛k𝑠⟩. Para el modo 𝑗-ésimo, sean ̂𝑎k𝑗𝑠𝑗
≡ ̂𝑎𝑗, ̂𝑎†

k𝑗𝑠𝑗
≡ ̂𝑎†

𝑗 y 𝑛̂k𝑗𝑠𝑗
. El
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Hamiltoniano para el campo es entonces

𝐻̂𝑐 = ∑
𝑗

ℏ𝜔𝑗 (𝑛̂𝑗 + 1
2) (2.1.76)

y un estado numérico de fotónes multimodos es solo un producto de los estados numéricos de

todos los modos que escribimos como |𝑛1⟩ |𝑛2⟩ ...... ≡ |𝑛1, 𝑛2, ....⟩ = ∣{𝑛𝑗}⟩ Este es un
autoestado de 𝐻̂𝑐 tal que, 𝐻̂𝑐 ∣{𝑛𝑗}⟩ = 𝐸 ∣{𝑛𝑗}⟩, donde el valor propio 𝐸 es:

𝐸 = ∑
𝑗

ℏ𝜔𝑗 (𝑛𝑗 + 1
2) (2.1.77)

Tras la cuantización del campo, las amplitudes A se convierten en operadores que, a partir de las

ecuaciones (2.1.68) y (2.1.71), tienen la forma

̂𝐴k𝑠 = ( ℏ
2𝜔𝑘𝜀0𝑉 )

1/2
̂𝑎k𝑠

y así el potencial vectorial cuantificado tiene la forma

Â(r, 𝑡) = ∑
k𝑠

( ℏ
2𝜔𝑘𝜀0𝑉 )

1/2
ek𝑠 [ ̂𝑎k𝑠𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡) + ̂𝑎†

k𝑠𝑒−𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡)] (2.1.78)

El operador del campo eléctrico y campo magnético son entones

Ê(r, 𝑡) = 𝑖∑
k𝑠

( ℏ𝜔𝑘
2𝜀0𝑉 )

1/2
ek𝑠 [ ̂𝑎k𝑠𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡) − ̂𝑎†

k𝑠𝑒−𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡)] (2.1.79)

B̂(r, 𝑡) = 𝑖
𝑐∑

k𝑠
( ℏ𝜔𝑘

2𝜀0𝑉 )
1/2

(𝑘 × ek𝑠) [ ̂𝑎k𝑠𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡) − ̂𝑎†
k𝑠𝑒−𝑖(k⋅r−𝜔𝑘𝑡)] (2.1.80)
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2.2 El modelo de Jaynes-Cummings

En esta sección se muestra el comportamiento de un átomo de dos niveles de energía

interactuando con un campo de un único modo de vibración el cual es conocido como el modelo

de Jaynes-Cummings y fue propuesto en 1963 por sus autores y que hoy día sigue cobrando

vigencia y aporte para el avance de las ciencias específicamente en el área de la óptica cuántica

(Jaynes y Cummings, 1963).

2.2.1 Interacción átomo campo

La interacción de un átomo con el campo de radiación, se produce cuando un fotón interactuá con

un átomo neutro, donde el fotón entrega su energía al electrón y este se traslada al siguiente nivel

de energía correspondiente, y cuando un electrón pierde un nivel de energía se dice que este emite

un fotón.

Para empezar, supongamos que el Hamiltoniano de un electrón unido a un átomo en ausencia de

campos externos, en la representación de la configuración, viene dado por

𝐻̂0 = 1
2𝑚 P̂2 + 𝑉 (𝑟) (2.2.1)

Donde 𝑉 (𝑟) es la habitual interacción de Coulomb que une la interacción al núcleo y 𝑟 = |r|. En
la representación del espacio de configuración P̂ = −𝑖∇, ̂r |r⟩ = r |r⟩ y las funciones de onda
están dadas por 𝜓(r) = ⟨r| 𝜓⟩. Suponemos que la energía de estados propios |𝑘⟩ de 𝐻̂0, satisface

la ecuación de schrödinger independiente del tiempo

𝐻̂0𝜓(0)
𝑘 (r) = 𝐸𝑘𝜓(0)

𝑘 (r), (2.2.2)
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donde ⟨r| 𝑘⟩ = 𝜓(0)
𝑘 (r), se conocen. En presencia de campos externos, el Hamiltoniano se

modifica a

𝐻̂(r, 𝑡) = 1
2𝑚 [P̂ + 𝑒A(r, 𝑡)]2 − 𝑒Φ(r, 𝑡) + 𝑉 (𝑟) (2.2.3)

donde A(r, 𝑡) y Φ(r, 𝑡) son los potenciales vectoriales y escalares respectivamente del campo
externo y donde −𝑒 es la carga del electrón, 𝑒 se toma como positivo. Los campos en si están
dados por

E(r, 𝑡) = −∇Φ(r, 𝑡) − 𝜕A(r, 𝑡)
𝜕𝑡

B(r, 𝑡) = ∇ × A(r, 𝑡) (2.2.4)

y son invariantes bajo las transformaciones de calibre

Φ′(r, 𝑡) = Φ(r, 𝑡) − 𝜕𝜒(r, 𝑡)
𝜕𝑡 ,

A′(r, 𝑡) = A(r, 𝑡) + ∇𝜒(r, 𝑡) (2.2.5)

la ecuación de schrödinger dependiente del tiempo es

𝐻̂(r, 𝑡)Ψ(r, 𝑡) = 𝑖ℏ𝜕Ψ(r, 𝑡)
𝜕𝑡 (2.2.6)

para eventualmente simplificar la forma de la interacción átomo-campo, definimos un operador

unitario 𝑅̂ tal que Ψ′(r, 𝑡) ≡ 𝑅̂Ψ(r, 𝑡). Tenemos

𝐻̂′Ψ′(r, 𝑡) = 𝑖ℏ𝜕Ψ′(r, 𝑡)
𝜕𝑡 (2.2.7)

donde

𝐻̂′ = 𝑅̂𝐻̂𝑅̂† + 𝑖ℏ𝜕𝑅̂
𝜕𝑡 𝑅̂†. (2.2.8)
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Ahora elegimos 𝑅̂ = exp (−𝑖𝑒𝜒(r,𝑡)/ℏ) de modo que (usando P̂ = −𝑖ℏ∇)

𝐻̂′ = 1
2𝑚 [P̂ + 𝑒A′]2 − 𝑒Φ′ + 𝑉 (𝑟) (2.2.9)

donde A′ y Φ′ están dados por la ecuación (2.2.5). En este punto, hacemos una elección definida

de calibre de Coulomb (o radiación), para el cual Φ = 0 y A satisface la condición de

transversalidad ∇ ⋅ A = 0. El vector potencial A, para ninguna fuente cercana al átomo, satisface
la ecuación de onda

∇2A − 1
𝑐2

𝜕2A
𝜕𝑡2 = 0 (2.2.10)

Esta elección de calibre no es relativamente invariante, en contraste con el calibre de Lorentz,

pero el dominio de la óptica cuántica es en su mayor parte no relativista, por lo que no se

introducirá ninguna inconsistencia. El medidor de Coulomb tiene la ventaja de que el campo de

radiación esta completamente descrito por el potencial vectorial, como es obvio de la ecuación

(2.2.3), que en este indicador dice

𝐻̂(r, 𝑡) = 1
2𝑚 [P̂ + 𝑒A(r, 𝑡)]2 + 𝑉 (𝑟)

𝐻̂(r, 𝑡) = P̂2

2𝑚 + 𝑒A ⋅ P̂
𝑚 + 𝑒2

2𝑚A2 + 𝑉 (𝑟). (2.2.11)

La ecuación (2.2.9) ahora dice

𝐻̂′ = 1
2𝑚 [P̂ + 𝑒(A + ��)]2 + 𝑒𝜕𝜒

𝜕𝑡 + 𝑉 (𝑟) (2.2.12)

la solución de la ecuación de onda (2.2.10) tiene la forma, A = A0𝑒𝑖(k⋅r−𝜔𝑡) + c.c., donde
|k| = 2𝜋/𝜆es el vector de onda de la radiación. Para |r| de dimensiones atómicas típicas y 𝜆 de

longitudes de onda ópticas típicas, k ⋅ r ≪ 1 de modo que sobre la extensión de un átomo, el
potencial vectorial es espacialmente uniforme, A(r, 𝑡) ≃ A(𝑡), esta es la llamada aproximación de
dipolo. Ahora elegimos la función de calibre 𝜒(r, 𝑡) = −A(𝑡) ⋅ r. Con esta elección
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∇𝜒(r, 𝑡) = −A(𝑡)
𝜕𝜒(r, 𝑡)

𝜕𝑡 = −r ⋅ 𝜕A
𝜕𝑡 = −r ⋅ E(𝑡), (2.2.13)

y por lo tanto

𝐻̂′ = P̂2

2𝑚 + 𝑉 (𝑟) + 𝑒r ⋅ E(𝑡). (2.2.14)

esta ecuación contiene solo un término de interacción (dentro de la aproximación dipolar) en

oposición a los términos en la ecuación (2.2.11). La cantidad −𝑒r es el momento dipolar:
d = −𝑒r. En general, para una representación no especificada, el momento dipolar es un operador
d̂. Lo denotaremos como tal en lo que sigue. Así escribimos

𝐻̂′ = 𝐻̂0 − d̂ ⋅ E(𝑡) (2.2.15)

donde 𝐻̂0 viene dado por la ecuación (2.2.1).

2.2.2 Modelo de Jaynes-Cummings mecánico-cuántico

En nuestra discusión de perturbación previa de un átomo que interactúa con un campo

electromagnético cuantificado, asumimos que el campo es un campo libre unimodal (onda plana).

Un átomo libre interactúa con un número infinito de modos y, por lo tanto, la dinámica no está

bien descrita asumiendo solo un campo de modo único. Por otro lado, recientemente se ha hecho

posible fabricar entornos en los que la densidad de modos es significativamente diferente a la del

espacio libre (Scully y Zubairy, 1997).

Consideremos un átomo, con niveles |𝑔⟩ y |𝑒⟩ interactuando con un campo de cavidad unimodal
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de la forma

Ê = e( ℏ𝜔
𝜀0𝑉 )

1/2

( ̂𝑎 + ̂𝑎†) 𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑧) (2.2.16)

donde e es un vector de polarización orientado arbitrariamente.

El Hamiltoniano libre 𝐻̂0 ahora debe ser, 𝐻̂0 = 𝐻̂𝑎́𝑡𝑜𝑚𝑜 + 𝐻̂𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜, donde el Hamiltoniano total

del sistema viene dado por, 𝐻̂ = 𝐻̂𝑎́𝑡𝑜𝑚𝑜 + 𝐻̂𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 + 𝐻̂𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐𝑐𝑖 ́𝑜𝑛, donde 𝐻̂𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐𝑐𝑖 ́𝑜𝑛 = 𝐻̂(𝐼).

De la ecuación (2.2.15) se tiene que el Hamiltoniano de interacción es

𝐻̂(𝐼) = −d̂ ⋅ Ê

𝐻̂(𝐼) = −d̂ ⋅ [e( ℏ𝜔
𝜀0𝑉 )

1/2

( ̂𝑎 + ̂𝑎†) 𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑧)]

𝐻̂(𝐼) = d̂ ⋅ e[− ( ℏ𝜔
𝜀0𝑉 )

1/2

𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑧) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†)]

𝐻̂(𝐼) = ̂𝑑𝑔 ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) (2.2.17)

donde

𝑔 = − ( ℏ𝜔
𝜀0𝑉 )

1/2

𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑧) (2.2.18)

y donde ̂𝑑 = d̂ ⋅ e.

En este punto conviene introducir los denominados operadores de transición atómica

𝜎̂+ = |𝑒⟩ ⟨𝑔| , (2.2.19)

𝜎̂− = |𝑔⟩ ⟨𝑒| = 𝜎̂†
+ (2.2.20)

y el operador de inversión

𝜎̂3 = |𝑒⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑔| (2.2.21)

Estos operadores obedecen al álgebra de Spin de Pauli
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[𝜎̂+, 𝜎̂−] = 𝜎̂+𝜎̂− − 𝜎̂−𝜎̂+

[𝜎̂+, 𝜎̂−] = |𝑒⟩ ⟨𝑔| 𝑔⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑔|

[𝜎̂+, 𝜎̂−] = |𝑒⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑔|

[𝜎̂+, 𝜎̂−] = 𝜎̂3 (2.2.22)

[𝜎̂3, 𝜎̂±] = 2𝜎̂±, (2.2.23)

[𝜎̂3, 𝜎̂+] = 𝜎̂3𝜎̂+ − 𝜎̂+𝜎̂3

[𝜎̂3, 𝜎̂+] = (|𝑒⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑔|) |𝑒⟩ ⟨𝑔| − |𝑒⟩ ⟨𝑔| (|𝑒⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑔|)

[𝜎̂3, 𝜎̂+] = |𝑒⟩ ⟨𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑔| − |𝑔⟩ ⟨𝑔 |𝑒⟩ ⟨𝑔| − |𝑒⟩ ⟨𝑔| 𝑒⟩ ⟨𝑒| + |𝑒⟩ ⟨𝑔 |𝑔⟩ ⟨𝑔|

[𝜎̂3, 𝜎̂+] = |𝑒⟩ ⟨𝑔| + |𝑒⟩ ⟨𝑔|

[𝜎̂3, 𝜎̂+] = 2𝜎̂+

de forma similar para [𝜎̂3, 𝜎̂−] = 2𝜎̂−.

Solo los elementos fuera de la diagonal del operador dipolar son distintos de cero, ya que por

consideración de paridad ⟨𝑒| ̂𝑑 |𝑒⟩ = 0 = ⟨𝑔| ̂𝑑 |𝑔⟩ , de modo que podemos escribir

̂𝑑 = 𝑑 |𝑔⟩ ⟨𝑒| + 𝑑∗ |𝑒⟩ ⟨𝑔|
̂𝑑 = 𝑑𝜎̂− + 𝑑∗𝜎̂+

̂𝑑 = 𝑑 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) (2.2.24)

Donde hemos establecido ⟨𝑒| ̂𝑑 |𝑔⟩ = 𝑑 y hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que 𝑑 es

real. Así el Hamiltoniano de interacción es
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Figura 2.2.1: Diagrama de nivel de energía atómica donde el nivel E = 0 se toma a medio camino
entre los niveles |𝑔⟩ y |𝑒⟩. Tomada de Gerry C. Knight P, (pag. 92) 2005.

𝐻̂(𝐼) = ̂𝑑𝑔 ( ̂𝑎 + ̂𝑎†)

𝐻̂(𝐼) = 𝑑 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) 𝑔 ( ̂𝑎 + ̂𝑎†)

𝐻̂(𝐼) = 𝑑𝑔 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) ℏ
ℏ

𝐻̂(𝐼) = 𝑑𝑔
ℏ ℏ (𝜎̂+ + 𝜎̂−) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†)

𝐻̂(𝐼) = ℏ𝜆 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) (2.2.25)

donde 𝜆 = 𝑑𝑔/ℏ.

Para hallar la energía del átomo, definimos el nivel de energía como cero a medio camino entre

los estados |𝑔⟩ y |𝑒⟩ como se muestra en la figura (2.2.1), entonces el Hamiltoniano atómico libre
puede escribirse como:
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𝐻̂𝐴 = 1
2 (𝐸𝑒 − 𝐸𝑔) 𝜎̂3

𝐻̂𝐴 = 1
2 (1

2ℏ𝜔0 − (−1
2ℏ𝜔0)) 𝜎̂3

𝐻̂𝐴 = 1
2 (1

2ℏ𝜔0 + 1
2ℏ𝜔0) 𝜎̂3

𝐻̂𝐴 = 1
2ℏ𝜔0𝜎̂3 (2.2.26)

donde 𝐸𝑒 = −𝐸𝑔 = 1
2ℏ𝜔0. El Hamiltoniano de campo libre fue resuelto anteriormente al inicio

del capitulo, considerando eliminar el término de energía de punto cero o estado cero,

𝐻̂𝑐 = ℏ𝜔 ( ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2)

𝐻̂𝑐 = ℏ𝜔 ̂𝑎† ̂𝑎 + 1
2ℏ𝜔

𝐻̂𝑐 = ℏ𝜔 ̂𝑎† ̂𝑎 (2.2.27)

Así el Hamiltoniano total viene dado por la siguiente expresión,

𝐻̂ = 1
2ℏ𝜔0𝜎̂3 + ℏ𝜔 ̂𝑎† ̂𝑎 + ℏ𝜆 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) (2.2.28)

Tambien conocido como modelo de Rabi, teniendo en cuenta la consideración como en el caso de

campo libre, como ya se mostró anteriormente, los operadores ̂𝑎 y ̂𝑎† evolucionan como:

̂𝑎(𝑡) = ̂𝑎(0)𝑒−𝑖𝜔𝑡 y ̂𝑎†(𝑡) = ̂𝑎†(0)𝑒𝑖𝜔𝑡. Se puede demostrar de manera similar para el caso
atómico libre, 𝜎̂±(𝑡) = 𝜎̂±(0)𝑒±𝑖𝜔0𝑡. Así es posible ver que las dependencias de tiempo
aproximadas, de los productos del operador en la ecuación (2.2.28) son los siguientes:

(𝜎̂+ + 𝜎̂−) ( ̂𝑎 + ̂𝑎†) = 𝜎̂+ ̂𝑎 + 𝜎̂+ ̂𝑎† + 𝜎̂− ̂𝑎 + 𝜎̂− ̂𝑎†
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Primer término

𝜎̂+ ̂𝑎 = 𝜎̂+(0)𝑒𝑖𝜔0𝑡 ̂𝑎(0)𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜎̂+ ̂𝑎 = 𝜎̂+(0) ̂𝑎(0)𝑒𝑖𝜔0𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜎̂+ ̂𝑎 ∼ 𝑒𝑖(𝜔0−𝜔)𝑡

Segundo término

𝜎̂+ ̂𝑎† = 𝜎̂+(0)𝑒𝑖𝜔0𝑡 ̂𝑎†(0)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜎̂+ ̂𝑎† = 𝜎̂+(0) ̂𝑎†(0)𝑒𝑖𝜔0𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜎̂+ ̂𝑎† ∼ 𝑒𝑖(𝜔+𝜔0)𝑡

Tercer término

𝜎̂− ̂𝑎 = 𝜎̂−(0)𝑒−𝑖𝜔0𝑡 ̂𝑎(0)𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜎̂− ̂𝑎 = 𝜎̂−(0) ̂𝑎(0)𝑒−𝑖𝜔0𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜎̂− ̂𝑎 ∼ 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔0)𝑡

Cuarto término

𝜎̂− ̂𝑎† = 𝜎̂−(0)𝑒−𝑖𝜔0𝑡 ̂𝑎†(0)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜎̂− ̂𝑎† = 𝜎̂−(0) ̂𝑎†(0)𝑒−𝑖𝜔0𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜎̂− ̂𝑎† ∼ 𝑒−𝑖(𝜔0−𝜔)𝑡

Donde ∼ indica que son proporcionales. Para 𝜔0 ≈ 𝜔, el segundo y tercer término varían mucho
más rápidamente que el primer y último término. Además, el segundo y tercer término no

conservan energía a diferencia del primer y último término. El segundo término corresponde a la



40

emisión de un fotón cuando el átomo pasa del suelo al estado excitado, mientras que el tercer

termino corresponde a la absorción de un fotón cuando el átomo pasa del estado excitado al

estado fundamental.

Para eliminar los términos que no conservan energía (segundo y tercero), es conveniente usar

aproximación de onda rotante (RWA), ya que esta aproximación permite conservar los terminos

de leves variaciones y despreciar los que oscilan rapidamente como en el caso del (segundo y

tercer) término, de modo que nuestro Hamiltoniano en esta aproximación es:

𝐻̂ = 1
2ℏ𝜔0𝜎̂3 + ℏ𝜔 ̂𝑎† ̂𝑎 + ℏ𝜆 (𝜎̂+ ̂𝑎 + 𝜎̂− ̂𝑎†) . (2.2.29)

La interacción descrita por este Hamiltoniano se le conoce como el modelo Jaynes-Cummings.

2.3 Obtención de dinámicas efectivas: El método de Daniel F.V

James y Jonathan Jerke

En óptica cuántica, el método de James y Jerke (James y Jerke, 2007), es bastante utilizado como

una herramienta muy eficiente al momento de resolver problemas interesantes en esta área, así

como es en el caso de este trabajo.

El estado de un sistema cuántico en la representación de la interacción evoluciona según,

|𝜓 (𝑡)⟩ = ̂𝑈 (𝑡) |𝜓 (0)⟩

donde ̂𝑈 es el operador unitario que obedece la ecuación,

𝑖ℏ𝜕 ̂𝑈 (𝑡)
𝜕𝑡 = 𝐻̂𝐼 ̂𝑈 (𝑡) (2.3.1)



41

donde 𝐻̂𝐼 es el Hamiltoniano de interacción. En el contexto de la dinámica “burda” dinámica de

tiempo promedio o granulada es formalmente definido el promedio de un operador 𝑂̂

𝑂̂ (𝑡) =
∞

∫
−∞

𝑓 (𝑡 − 𝑡′) 𝑂 (𝑡′) 𝑑𝑡′

donde la función 𝑓 (𝑡) es real, por lo que los términos de alta frecuencia desaparecen del
promedio. Utilizando la integración por partes es posible demostrar que,

𝜕𝑂̂ (𝑡)
𝜕𝑡 =

∞

∫
−∞

𝑓 (𝑡 − 𝑡′) 𝜕𝑂 (𝑡′)
𝜕𝑡 𝑑𝑡′ = 𝜕𝑂̂ (𝑡)

𝜕𝑡 (2.3.2)

El Hamiltoniano efectivo puede definirse directamente como:

𝑖ℏ𝜕 ̂𝑈 (𝑡)
𝜕𝑡 = 𝐻̂𝑒𝑓𝑓 ̂𝑈 (𝑡)

Ahora tomamos el promedio de la ecuación (2.3.1),

𝑖ℏ𝜕 ̂𝑈 (𝑡)
𝜕𝑡 = 𝐻̂𝐼 ̂𝑈 (𝑡)

Utilizando el criterio de la ecuación (2.3.2),

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 ̂𝑈 (𝑡) = 𝐻̂𝐼 ̂𝑈 (𝑡)

Que inmediatamente conduce a la ecuación,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = (𝐻̂𝐼 ̂𝑈 (𝑡)) ( ̂𝑈 (𝑡))
−1

(2.3.3)

Aunque el operador ̂𝑈 (𝑡) es unitario; en general, el operador ̂𝑈 (𝑡) suele no ser. El origen de esta
evolución no unitaria es que el espacio de Hilbert estaba dividido en dos partes, en bajas y altas
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frecuencias. El tiempo medio es equivalente a realizar un trazo parcial en la parte del espacio de

Hilbert altas frecuencias y realizar una traza parcial en una parte de Hilbert esta asociado con una

evolución no unitaria; por tanto, la ecuación (2.3.3) tiene la desventaja de no ser hermitica.

Entonces, la evolución Hamiltoniana efectiva la unidad esta dada por,

𝐻̂′
𝑒𝑓𝑓 = 1

2 (𝐻̂𝑒𝑓𝑓 + 𝐻̂†
𝑒𝑓𝑓) (2.3.4)

Usando la expansión estándar para ̂𝑈 (𝑡) tenemos:

̂𝑈 (𝑡) = 1 − 𝑖
ℏ

𝑡

∫
0

𝐻̂𝐼 (𝑡′) 𝑑𝑡′ + (− 𝑖
ℏ)

2 𝑡

∫
0

𝑑𝑡′𝐻̂𝐼 (𝑡′)
𝑡′

∫
0

𝑑𝑡′′𝐻̂𝐼 (𝑡′′) + ...,

y conservando los términos hasta segundo orden de 𝐻̂𝐼 en el producto (2.3.3),

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = (𝐻̂𝐼 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 + ...) × (1 + ̂𝑈†
1 + ...)

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂𝐼 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈†
1 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 ̂𝑈†

1 + ....,

donde ̂𝑈1 = − 𝑖
ℏ ∫𝑡

0 𝐻̂𝐼 (𝑡′) 𝑑𝑡′, asumiendo el hecho de que 𝐻̂†
𝐼 = 𝐻̂𝐼 , ̂𝑈†

1 = − ̂𝑈1, tenemos

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂𝐼 − 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 − 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 ̂𝑈1, (2.3.5)

es así que

𝐻̂†
𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂𝐼 + ̂𝑈1𝐻̂𝐼 − ̂𝑈1𝐻̂𝐼 − ̂𝑈1 ̂𝑈1𝐻̂𝐼 (2.3.6)

entonces con las ecuaciones (2.3.5), (2.3.6) en (2.3.4) obtenemos,

𝐻̂′
𝑒𝑓𝑓 = 1

2 (𝐻̂𝐼 − 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 + 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 − 𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 ̂𝑈1 + 𝐻̂𝐼 + ̂𝑈1𝐻̂𝐼 − ̂𝑈1𝐻̂𝐼 − ̂𝑈1 ̂𝑈1𝐻̂𝐼)

𝐻̂′
𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂𝐼 + 1

2 ([𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] − [𝐻̂𝐼, ̂𝑈1]) + 1
2 (−𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 ̂𝑈1 − ̂𝑈1 ̂𝑈1𝐻̂𝐼)

𝐻̂′
𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂𝐼 + 𝐻̂(2)

𝑒𝑓𝑓 + 1
2 (−𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 ̂𝑈1 − ̂𝑈1 ̂𝑈1𝐻̂𝐼) (2.3.7)
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donde,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 = 1

2 ([𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] − [𝐻̂𝐼, ̂𝑈1])

Si ahora consideramos un Hamiltoniano con dependencia temporal armónica cuya estructura es la

siguiente:

𝐻̂𝐼 (𝑡) =
𝑁

∑
𝑛=1

(ℎ𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 + ℎ†
𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡) (2.3.8)

donde cada ℎ𝑛es un operador, se asume que 𝜔𝑛˃0 y que 𝜔1 ≤ 𝜔2 ≤ ... ≤ 𝜔𝑛. Dado que el interés

es en procesos que ocurren a bajas frecuencias, se considera que

𝑒±𝑖𝜔𝑛𝑡 = 0

𝑒±𝑖(𝜔𝑛+𝜔𝑚)𝑡 = 0

𝑒±𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 = 𝑒±𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡

asumiendo que tenemos 𝐻̂𝐼 (𝑡) = 0 por lo tanto,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 = 1

2[𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] = 1
2 (𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 − ̂𝑈1𝐻̂𝐼) (2.3.9)

con,

𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 = − 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 + ℎ†

𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡)
𝑡

∫
0

(ℎ𝑚𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑡′ + ℎ†
𝑚𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡′) 𝑑𝑡′

𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 = − 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 + ℎ†

𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡) [ ℎ𝑚
𝑖𝜔𝑚

(1 − 𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑡) + ℎ†
𝑚

𝑖𝜔𝑚
(𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡 − 1)]

por lo tanto,

𝐻̂𝐼 ̂𝑈1 = 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ†

𝑛ℎ𝑚
𝜔𝑚

𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 − ℎ𝑛ℎ†
𝑚

𝜔𝑚
𝑒−𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡)
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del mismo modo

̂𝑈1𝐻̂𝐼 = − 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1

𝑡

∫
0

(ℎ𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡′ + ℎ†
𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡′) 𝑑𝑡′ (ℎ𝑚𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑡 + ℎ†

𝑚𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡)

̂𝑈1𝐻̂𝐼 = − 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
[ ℎ𝑛

𝑖𝜔𝑛
(1 − 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡) + ℎ†

𝑛
𝑖𝜔𝑛

(𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 − 1)] (ℎ𝑚𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑡 + ℎ†
𝑚𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡)

y por lo tanto,

̂𝑈1𝐻̂𝐼 = 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ𝑛ℎ†

𝑚
𝜔𝑛

𝑒−𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 − ℎ†
𝑛ℎ𝑚
𝜔𝑛

𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡)

ahora tenemos que,

[𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] = ( 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ†

𝑛ℎ𝑚
𝜔𝑚

𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 − ℎ𝑛ℎ†
𝑚

𝜔𝑚
𝑒−𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡)

− 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
(ℎ𝑛ℎ†

𝑚
𝜔𝑛

𝑒−𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 − ℎ†
𝑛ℎ𝑚
𝜔𝑛

𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡))

[𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] = 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
( 1

𝜔𝑚
+ 1

𝜔𝑛
) [ℎ†

𝑛ℎ𝑚𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 − ℎ𝑛ℎ†
𝑚𝑒−𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡]

[𝐻̂𝐼, ̂𝑈1] = 𝑖
ℏ

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1
( 1

𝜔𝑚
+ 1

𝜔𝑛
) [ℎ†

𝑛ℎ𝑚 − ℎ𝑚ℎ†
𝑛] 𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡

usamos el hecho de que los indices son silenciosos “mudos” y cambiamos los indices en el ultimo

término para finalmente conseguir,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1

1
ℏ𝜔𝑚𝑛

[ℎ†
𝑛, ℎ𝑚] 𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡 (2.3.10)

donde
1

𝜔𝑚𝑛
= 1

2 ( 1
𝜔𝑚

+ 1
𝜔𝑛

)

La representación anterior dada en la ecuación (2.3.10) es conocido como Hamiltoniano efectivo

de segundo orden.
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Con todo lo visto en este capítulo y específicamente en la sección anterior (2.3), se da continuidad

al siguiente capítulo, donde se pretende aplicar las dinámicas efectivas de James y Jerke, como

herramienta clave para construcción de las interacciones selectivas bimodales propuestas en este

trabajo.



Capítulo 3

Interacciones selectivas bimodales del

campo de radiación

Este capítulo se fundamenta en una de las posibles extensiones del JCM, donde se muestra una

configuración atómica de cuatro niveles de energía sometido a una cavidad bimodal, para dos

configuraciones de niveles atómicos que se mostraran más adelante. Teniendo en cuenta que es

necesario plantear un método que permita la construcción de dichas interacciones a nivel general,

el cual se muestra para una cavidad unimodal. La construcción de las interacciones selectivas

presentadas en este capítulo, asemejaran procesos donde dos fotones al incidir por un medio no

lineal se aniquilan, resultando en la creación de un nuevo fotón, y el proceso recíproco al antes

mencionado.

46
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3.1 Método general para la construcción de interacciones selec-

tivas tipo Jaynes-Cummings

Consideremos el siguiente Hamiltoniano efectivo para obtener una interacción selectiva con un

único modo,

𝐻̂ = (𝜒𝑔 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅𝑔) 𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒𝑒 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅𝑒) 𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 [( ̂𝑎†)𝑘 𝜎̂𝑔𝑒 + ̂𝑎𝑘𝜎̂𝑒𝑔] (3.1.1)

donde 𝜎̂𝑟𝑠 = |𝑟⟩ ⟨𝑠|, con 𝑟 y 𝑠 rotando los estados atómicos involucrados, que son un estado
fundamental 𝑔, un estado excitado 𝑒 y ̂𝑎 representa un operador de aniquilación y ̂𝑎†representa un

operador de creación de un modo de cavidad. Este Hamiltoniano se puede expandir en bloques

por los estados del sistema átomo-campo |𝑔, 𝑛 + 𝑘⟩ y |𝑒, 𝑛⟩ como:

𝐻̂ = ∑
𝑛

⎡⎢
⎣

𝜒𝑔 (𝑛 + 𝑘) + 𝜅𝑔 √(𝑛 + 1) ... (𝑛 + 𝑘)𝜉
√(𝑛 + 1) ... (𝑛 + 𝑘)𝜉 𝜒𝑒𝑛 + 𝜅𝑒

⎤⎥
⎦

(3.1.2)

Los términos diagonales en la forma matricial del Hamiltoniano de la ecuación (3.1.2) definen la

diferencia de energía 𝜙 = (𝑛 + 𝑘) 𝜒𝑔 − 𝑛𝜒𝑒 + 𝜅𝑔 − 𝜅𝑒, entre los niveles |𝑔, 𝑛 + 𝑘⟩ y |𝑒, 𝑛⟩. Note
que, esta diferencia de energía o disonancia depende del número (𝑛) de fotónes en el modo de
cavidad. Por lo tanto, la esencia de la interacción selectiva proviene del hecho de que para un

número (𝑚) especifico de fotónes en el bloque definido por el subespacio |𝑔, 𝑚 + 𝑘⟩ y |𝑒, 𝑚⟩,
𝜙 = 0 determina la frecuencia resonante efectiva de la transición |𝑔, 𝑚 + 𝑘⟩ ⇆ |𝑒, 𝑚⟩ mientras
que el resto de los bloques, aquellos con 𝑛 ≠ 𝑚 permanecen en régimen dispersivo. De forma

más sistemática, el Hamiltoniano de la ecuación (3.1.1), se le aplica la transformación unitaria

𝑈 = 𝑒{−𝜄[(𝜒𝑔𝑎̂†𝑎̂+𝜅𝑔)𝜎̂𝑔𝑔+(𝜒𝑒𝑎̂†𝑎̂+𝜅𝑒)𝜎̂𝑒𝑒]𝑡}
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y usamos la relación

( ̂𝑎†)𝑘 = ∑
𝑛

√(𝑛 + 1) ... (𝑛 + 𝑘) |𝑛 + 𝑘⟩ ⟨𝑛| ,

para obtener una forma simplificada

𝐻̂𝑈 = ∑
𝑛

𝜉𝑛 (|𝑛 + 𝑘⟩ ⟨𝑛| 𝜎̂𝑔𝑒𝑒𝚤𝜙𝑛𝑡 + 𝐻.𝑐) , (3.1.3)

donde 𝐻.𝑐 es el hermitico conjugado y 𝜉𝑛 = √(𝑛 + 1) ... (𝑛 + 𝑘)𝜉 y de nuevo,

𝜙𝑛 = (𝑛 + 𝑘) 𝜒𝑔 − 𝑛𝜒𝑒 + 𝜅𝑔 − 𝜅𝑒.

Podemos expandir la suma en la ecuación (3.1.3) y escribirla como:

𝐻̂𝑈 = (𝜉0 |𝑘⟩ ⟨0| 𝑒𝚤𝜙0𝑡... + 𝜉𝑚−1 |𝑚 + 𝑘 − 1⟩ ⟨𝑚 − 1| 𝑒𝚤𝜙𝑚−1𝑡 + 𝜉𝑚 |𝑚 + 𝑘⟩ ⟨𝑚| 𝑒𝚤𝜙𝑚𝑡...

+𝜉𝑚+1 |𝑚 + 𝑘 + 1⟩ ⟨𝑚 + 1| 𝑒𝚤𝜙𝑚+1𝑡+) 𝜎̂𝑔𝑒 + 𝐻.𝑐.,

y dado que estamos enfocados en el 𝑚-ésimo término, factorizamos 𝑒𝚤𝜙𝑚𝑡, para obtener

𝐻̂𝑈 = (𝜉0 |𝑘⟩ ⟨0| 𝑒𝚤(𝜙0−𝜙𝑚)𝑡... + 𝜉𝑚−1 |𝑚 + 𝑘 − 1⟩ ⟨𝑚 − 1| 𝑒𝚤(𝜙𝑚−1−𝜙𝑚)𝑡 + 𝜉𝑚 |𝑚 + 𝑘⟩ ⟨𝑚|

+𝜉𝑚+1 |𝑚 + 𝑘 + 1⟩ ⟨𝑚 + 1| 𝑒𝚤(𝜙𝑚+1−𝜙𝑚)𝑡 + ...) 𝜎̂𝑔𝑒𝑒𝚤𝜙𝑚𝑡 + 𝐻.𝑐.

Note que para 𝜙𝑚 = 0, el 𝑚-ésimo término de la expansión no oscila, mientras que el resto oscila

con la fase ∣𝜙𝑚±𝑙 − 𝜙𝑚∣donde(𝑙 ∈ [1, ∞)). Por lo tanto, cuando la transición dentro del
subespacio elegido {|𝑔, 𝑚 + 𝑘⟩ , |𝑒, 𝑚⟩} esta sintonizado para resonancia, es decir cuando
𝜙𝑚 = 0 las otras transiciones son dispersivas, bajo la condición
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∣𝜙𝑚±𝑙 − 𝜙𝑚∣ = ∣(𝑚 ± 𝑙 + 𝑘) 𝜒𝑔 − (𝑚 ± 𝑙) 𝜒𝑒 − (𝑚 + 𝑘) 𝜒𝑔 + 𝑚𝜒𝑒∣

∣𝜙𝑚±𝑙 − 𝜙𝑚∣ = 𝑙 ∣𝜒𝑔 − 𝜒𝑒∣ ≫ ∣𝜉𝑚±𝑙∣

donde 𝑙 ∈ [1, ∞) para 𝜉𝑚+𝑙 y 𝑙 ∈ [1, 𝑚] para 𝜉𝑚−𝑙. Entonces, es posible eliminar estos términos

altamente oscilantes del Hamiltoniano mediante el enfoque de onda rotante y la interacción

átomo-campo esta bien descrita por el Hamiltoniano selectivo no-lineal de Jaynnes-Cummings

𝐻̂𝑁𝑆𝐽𝐶 = 𝜉𝑚 |𝑚 + 𝑘⟩ ⟨𝑚| 𝜎̂𝑔𝑒 + 𝐻.𝑐. (3.1.4)

En resumen, para extraer la interacción (NSJC) ecuación (3.1.4), tenemos que asumir la

restricción de parámetros donde, para un determinado número de estado dado 𝑛 = 𝑚, las

siguientes condiciones están satisfechas:

𝜙𝑚 = 0 (3.1.5)

y

𝑙 ∣𝜒𝑔 − 𝜒𝑒∣ ≫ ∣𝜉𝑚±𝑙∣ . (3.1.6)

Finalmente para obtener interacciones selectivas multimodales es necesario construir un

Hamiltoniano efectivo con la siguiente estructura

𝐻̂ = (𝜒𝑔 ∑
𝑗

̂𝑎†
𝑗 ̂𝑎𝑗 + 𝜅𝑔) 𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒𝑒 ∑

𝑗
̂𝑎†
𝑗 ̂𝑎𝑗 + 𝜅𝑒) 𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 [∏

𝑗
̂𝑎†
𝑗𝜎̂𝑔𝑒 + ∏

𝑗
̂𝑎𝑗𝜎̂𝑒𝑔] (3.1.7)

Tal interacción quedará sujeta a la configuración de niveles adecuada y de forma similar a lo

expuesto anteriormente, sobre cada modo deberán satisfacerse las condiciones (3.1.5) y (3.1.6).
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3.2 Construcción de interacciones selectivas de cavidad bimo-

dales

Siguiendo el protocolo expuesto en la sección anterior, a continuación presentamos la

construcción de interacciones selectivas de cavidad bimodales; es decir, se consideraran dos

modos de vibración del campo. Primero abordaremos el caso para una configuración atómica

semejante a una configuración tipo lambda pero con un estado auxiliar extra denominado |𝑘⟩ y
para el segundo caso usamos una configuración atómica del tipo escalera. Cada una de estas

configuraciones particulares dará origen a una interacción selectiva muy particular.

3.2.1 Interacciones selectivas bimodales Caso I

Consideremos una configuración atómica de cuatro niveles de energía conforme ilustra la figura

(3.2.1), donde los niveles |𝑔⟩ y |𝑒⟩ representan los estados fundamental y excitado del sistema,
mientras los niveles |𝑖⟩ y |𝑘⟩ representan estados auxiliares. Las frecuencias de transición en el
átomo son 𝜔𝑔, 𝜔𝑒, 𝜔𝑖 y 𝜔𝑘, respectivamente. El átomo es obligado a interactuar con los modos de

cavidad de frecuencias 𝜔𝑎, descrita por el operador de aniquilación (creación) ̂𝑎 ( ̂𝑎†), que impulsa
la transición |𝑔⟩ ⟷ |𝑖⟩ de forma dispersiva con frecuencia de Rabi 𝜆1, para la frecuencia 𝜔𝑏

descrita por los operadores ̂𝑏 ( ̂𝑏†), que impulsa las transiciones |𝑒⟩ ⟷ |𝑖⟩ y |𝑒⟩ ⟷ |𝑘⟩ con
frecuencias de Rabi 𝜆2, 𝜆3, respectivamente. Simultáneamente con esta interacción, está presente

un campo láser de frecuencia 𝜔𝐿, que también impulsa dispersivamente la transición |𝑔⟩ ⟷ |𝑖⟩,
con fuerza de acoplamiento Ω.

El Hamiltoniano que describe el proceso esta dado por:

𝐻̂ = 𝐻̂0 + ̂𝑉 (3.2.1)



51

Figura 3.2.1: Configuración atómica para la obtención del Hamiltoniano selectivo bimodal Caso
I. Fuente: Autoria Propia

donde

𝐻̂0 = 𝜔𝑎 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜔𝑏𝑏̂† ̂𝑏 + 𝜔𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑒| + 𝜔𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖| + 𝜔𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘|

y

̂𝑉 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 + 𝜆2𝑏̂𝜎̂𝑖𝑒 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 + Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖𝜔𝐿𝑡 + H.c.

donde los operadores de transición atómica están dados por 𝜎̂𝑟𝑠 = |𝑟⟩ ⟨𝑠|, ( con 𝑟 y 𝑠 rotando los
estados atómicos 𝑔, 𝑒, 𝑖 y 𝑘).

Es conveniente realizar una rotación al Hamiltoniano 𝐻̂ , por medio de la transformación unitaria

𝐻̂𝐼 = ̂𝑈†𝐻̂ ̂𝑈 − 𝐻̂0, donde ̂𝑈 = 𝑒−𝑖𝐻0𝑡 y así obtener la representación de interacción que

asemeja a un Hamiltoniano con dependencia temporal armónica tal como se muestra,

𝐻̂𝐼 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ1𝑡

+Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒𝑖Δ̃𝑡 + H.c. (3.2.2)

donde las desintonias son dadas por, Δ = 𝜔𝑎 − 𝜔𝑖 = 𝜔𝑏 − 𝜔𝑖 + 𝜔𝑒, Δ1 = 𝜔𝑘 − 𝜔𝑏 − 𝜔𝑒 y

Δ̃ = 𝜔𝑖 − 𝜔𝐿.

En el régimen dispersivo √𝑛𝑎 + 1𝜆1, √𝑛𝑏 + 1𝜆2 ≪ Δ, √𝑛𝑏 + 1𝜆3 ≪ Δ1 y

Ω ≪ Δ̃(𝑗 = 1, 2, 3), no hay intercambio de energía entre el sistema atómico y la cavidad,
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entonces el Hamiltoniano efectivo que se calcula en el apéndice de esta tesis (Apéndice A), es

dado por la expresión perturbativa de segundo orden,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝐻̂𝑒𝑓𝑓 =

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1

1
ℏ𝜔𝑚𝑛

[ℎ†
𝑛, ℎ𝑚] 𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡.

Así que en el régimen dispersivo, el Hamiltoniano de interacción toma la siguiente forma,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = (𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅1) 𝜎̂𝑔𝑔 + 𝜒2 ̂𝑏† ̂𝑏𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 (𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎† ̂𝑏 + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎 ̂𝑏†) (3.2.3)

donde 𝜒1 = 𝜆2
1

Δ , 𝜒2 = 𝜆2
2

Δ − 𝜆2
3

Δ1
, 𝜅1 = −Ω2

Δ̃ , y 𝜉 = 𝜆1𝜆2
Δ . Con la interacción efectiva (3.2.3), se

logra la estructura requerida del Hamiltoniano en la forma de la ecuación (3.1.1).

Ahora el siguiente paso es eliminar los términos diagonales contemplados en 𝐻̂𝑒𝑓𝑓 , por medio de

una segunda rotación, a través de la transformación unitaria 𝐻̂′
𝐼 = ̂𝑈 ′†𝐻̂𝑒𝑓𝑓 ̂𝑈 ′ − 𝐻̂′

0, con

𝐻̂′
0 = [𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅1] 𝜎̂𝑔𝑔 + 𝜒2 ̂𝑏†𝑏̂𝜎̂𝑒𝑒 y

̂𝑈 ′ = 𝑒−𝑖([𝜒1𝑎̂†𝑎̂+𝜅1]𝜎̂𝑔𝑔+𝜒2𝑏̂†𝑏̂𝜎̂𝑒𝑒)𝑡

tal que: se llega a la estructura simplificada

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒𝑖𝑡𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏 + H.c. (3.2.4)

donde

𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏
= 𝜒1 (𝑛𝑎 + 1) − 𝜒2 (𝑛𝑏 + 1) + 𝜅1

3.2.1.1 Condición para la Selectividad

Como fue explicado en la sección 3.1, para obtener la interacción selectiva en el subespacio

{|𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩ , |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩} deben ser satisfechas las condiciones (3.1.5) y (3.1.6). En el caso
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bimodal, tales condiciones son equivalentes a:

Asumiendo las condiciones de parámetros

𝜙𝑚𝑎,𝑚𝑏
= 0, (3.2.5)

y

|𝜒1 − 𝜒2| ≫ 𝜉√𝑛𝑏 + 2√𝑛𝑎 + 2. (3.2.6)

Con estas condiciones, la dinámica descrita por el Hamiltoniano (3.2.1), puede ser perfectamente

descrita por el Hamiltoniano bimodal selectivo caso I.

ℋ̂𝐼 = 𝜉𝑒𝑓𝑓 |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ ⟨𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1| 𝜎̂𝑔𝑒 + H.c., (3.2.7)

donde 𝜉𝑒𝑓𝑓 = 𝜉√(𝑛𝑏 + 1) (𝑛𝑎 + 1). Para una interacción como esta, las transiciones entre
niveles adyacentes fuera del subespacio {|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ , |𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩} del campo de cavidad son
despreciables como veremos a continuación, confinando la interacción átomo-campo para este

subespacio seleccionado del campo de radiación.

De la condición (3.2.5) podemos ver que Ω debe ser igual a

√Δ̃
Δ [𝜆2

1 (𝑚𝑎 + 1) − 𝜆2
2 (𝑚𝑏 + 1) + Δ𝜆2

3
Δ1

(𝑚𝑏 + 1)] = Ω. (3.2.8)

Si asumimos la condición de parámetros 𝜆1 ∼ 𝜆2 ∼ 𝜆3 = 𝜆, entonces de la condición (3.2.6)
obtenemos que

Δ ≫ Δ1√𝑛𝑏 + 2√𝑛𝑎 + 2, (3.2.9)

de modo que usando la condición (3.2.9) en (3.2.8) obtenemos una expresión mas compacta para

Ω, esto es

√ Δ̃
Δ1

(𝑚𝑏 + 1)𝜆 ≈ Ω.
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3.2.1.2 Evolución de los estados

Una dinámica descrita por el Hamiltoniano (3.2.7), implica que un estado del espacio total

átomo-campo, como por ejemplo |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑔⟩, evolucione en el tiempo según

|𝜓 (𝑡)⟩ = ̂𝑈 |𝜓 (0)⟩

donde ̂𝑈 = Exp(−𝑖ℋ̂𝐼
ℏ 𝑡), y como resultado se obtiene

|𝜓 (𝑡)⟩ = |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑔⟩ − 𝛿𝑚𝑎+1,𝑛𝑎
𝛿𝑚𝑏,𝑛𝑏

|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ � |𝑔⟩

+𝛿𝑚𝑎+1,𝑛𝑎
𝛿𝑚𝑏,𝑛𝑏

[cos (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ � |𝑔⟩ − 𝑖 sin (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩ � |𝑒⟩] .

De manera que, si 𝑛𝑎 ≠ 𝑚𝑎 + 1 y 𝑛𝑏 ≠ 𝑚𝑏, entonces el estado no cambia en el tiempo, esto es

|𝜓 (𝑡)⟩ = |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑔⟩ .

Es decir, la dinámica descrita por el Hamiltoniano selectivo (3.2.7) no induce transiciones fuera

del subespacio de radiación |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ ⟷ |𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩.

En cambio si el estado inicial es |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ � |𝑒⟩, este evoluciona según la siguiente expresión

|𝜓 (𝑡)⟩ = cos (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ � |𝑔⟩ − 𝑖 sin (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩ � |𝑒⟩ ,

demostrando que efectivamente el hamiltoniano diseñado induce transiciones entre los estados

|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ y |𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1⟩ con las respectivas probabilidades

𝒫𝑚𝑎+1,𝑚𝑏,𝑒 = cos2 (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡)

y

𝒫𝑚𝑎,𝑚𝑏+1,𝑔 = sin2 (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) .
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3.2.1.3 Validación de la interacción

Para examinar la validez de la interacción diseñada elegimos los subespacios {|5⟩ , |6⟩} en el
modo de frecuencia 𝜔𝑎 y {|2⟩ , |3⟩} en modo de frecuencia 𝜔𝑏. Asumiendo el estado inicial

|5, 3⟩ � |𝑒⟩, se grafican las probabilidades 𝒫5 y 𝒫6 referentes al modo con frecuencia 𝜔𝑎 y (𝒫2 y

𝒫3) referentes al modo con frecuencia (𝜔𝑏). También son asumidos los parámetros típicos en una

cavidad en el régimen de la electrodinámica cuántica

𝜆1 ∼ 𝜆2 ∼ 𝜆3 = 𝜆 ∼ 105𝑠−1, Δ1 = 10𝜆, Δ = 20Δ1, Δ̃ = 10Ω y Ω = 𝜆√(𝑚𝑏 + 1). Estos
parámetros son muy adecuados para la derivación Hamiltoniana selectiva (3.2.7), como lo

confirma la buena concordancia entre las curvas sólidas provenientes del Hamiltoniano en la

representación de interacción (3.2.2), y hasta las curvas discontinuas calculadas a partir del

Hamiltoniano diseñado (3.2.7) cuyas probabilidades están dadas por 𝒫6 = cos2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 y
𝒫5 = sin2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 del modo 𝜔𝑎 (𝒫2 = cos2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 y 𝒫3 = sin2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 del modo 𝜔𝑏), ver figura

(3.2.2). Las probabilidades en referencia al modo 𝜔𝑎 se describen en primer plano, mientras que

las probabilidades en referencia al modo 𝜔𝑏 están graficadas en el recuadro. También se

representan las poblaciones de los estados adyacentes iniciales |4, 2⟩ � |𝑒⟩ y |6, 4⟩ � |𝑒⟩ bajo el
Hamiltoniano (3.2.2) y los mismos parámetros utilizados anteriormente. Como podemos ver en

las curvas más claras que oscilan cerca de la unidad, con menor (mayor) amplitud asociada con el

estado |4, 2⟩ � |𝑒⟩ (|6, 4⟩ � |𝑒⟩), lo que demuestra que la dinámica regida por el Hamiltoniano
(3.2.2) apenas alimenta a los estados fuera del subespacio seleccionado, lo que confirma

efectivamente la validez de la interacción selectiva.

3.2.2 Interacciones selectivas bimodales Caso II

Consideremos un átomo de cuatro niveles en una configuración conforme ilustra la figura (3.2.3),

donde los niveles |𝑔⟩ y |𝑒⟩ representan los estados fundamental y excitado del sistema, mientras
los niveles |𝑖⟩ y |𝑘⟩ representan estados auxiliares, con frecuencias de transición 𝜔𝑔, 𝜔𝑒, 𝜔𝑖, 𝜔𝑘. El
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Figura 3.2.2: Simulación del Hamiltoniano Selectivo bimodal Caso I. Fuente: Autoria Propia

átomo es obligado a interactuar con los modos de cavidad de frecuencias 𝜔𝑎, descrita por el

operador de aniquilación (creación) ̂𝑎 ( ̂𝑎†), que impulsa la transición |𝑔⟩ ⟷ |𝑖⟩ de forma
dispersiva con frecuencia de Rabi 𝜆1, para la frecuencia 𝜔𝑏 descrita por los operadores ̂𝑏 ( ̂𝑏†), que
impulsa las transiciones |𝑖⟩ ⟷ |𝑒⟩ y |𝑒⟩ ⟷ |𝑘⟩ con frecuencias de Rabi 𝜆2, 𝜆3. Simultáneamente

con esta interacción, esta presente un campo láser de frecuencia 𝜔𝐿, que también impulsa

dispersivamente la transición |𝑒⟩ ⟷ |𝑘⟩, con fuerza de acoplamiento Ω1.

Donde el Hamiltoniano del sistema es:

𝐻̂ = 𝐻̂0 + ̂𝑉

donde

𝐻̂0 = 𝜔𝑎 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜔𝑏𝑏̂† ̂𝑏 + 𝜔𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑒| + 𝜔𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖| + 𝜔𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘|

y

̂𝑉 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑒𝑖 + 𝜆3𝑏̂𝜎̂𝑘𝑒 + Ω1𝜎̂𝑘𝑒𝑒−𝑖𝜔𝐿𝑡 + H.c.

donde los operadores de transición atómica están dados por 𝜎̂𝑟𝑠 = |𝑟⟩ ⟨𝑠|, ( con 𝑟 y 𝑠 rotando los
estados atómicos 𝑔, 𝑒, 𝑖 y 𝑘).
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Figura 3.2.3: Configuración atómica para la obtención del Hamiltoniano selectivo bimodal Caso
II. Fuente: Autoria Propia

Es conveniente realizar una rotación como en el caso anterior, para obtener la representación de

interacción,

𝐻̂𝐼 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖Δ1𝑡 + 𝜆2𝑏̂𝜎̂𝑒𝑖𝑒𝑖Δ1𝑡 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ2𝑡

+Ω1𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ̃1𝑡 + H.c. (3.2.10)

donde las desintonias son dadas por, Δ1 = 𝜔𝑎 − 𝜔𝑖 = 𝜔𝑒 − 𝜔𝑏 − 𝜔𝑖, Δ̃1 = 𝜔𝑘 − 𝜔𝑒 − 𝜔𝐿 y

Δ2 = 𝜔𝑘 − 𝜔𝑏 − 𝜔𝑒.

En el régimen dispersivo
√𝑛 + 1𝜆1, √𝑛 + 1𝜆2 ≪ Δ1,

√𝑛 + 1𝜆3 ≪ Δ2 y Ω1 ≪ Δ̃1, no hay

intercambio de energía entre el sistema atómico y la cavidad, entonces el Hamiltoniano efectivo

que se calcula en el apéndice de esta tesis (Apéndice B), es dado por la expresión perturbativa de

segundo orden,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝐻̂𝑒𝑓𝑓 =

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1

1
ℏ𝑣𝑚𝑛

[ℎ†
𝑛, ℎ𝑚] 𝑒𝑖(𝑣𝑛−𝑣𝑚)𝑡,

Así que en el régimen dispersivo, nuestro Hamiltoniano de interacción toma la siguiente forma,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒3 ̂𝑏† ̂𝑏 + 𝜒2 + 𝜅1) 𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 (𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎†𝑏̂† + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎𝑏̂) (3.2.11)
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donde 𝜒1 = 𝜆2
1

Δ1
, 𝜒2 = 𝜆2

2
Δ1

, 𝜒3 = 𝜆2
2

Δ1
− 𝜆2

3
Δ2

, 𝜅1 = − Ω2
1

Δ̃1
y 𝜉 = 𝜆1𝜆2

Δ1
. Con la interacción efectiva

(3.2.11), obtuvimos la estructura requerida del Hamiltoniano en la forma de la ecuación (3.1.1).

Como en el caso anterior, el siguiente paso es eliminar los términos diagonales contemplados en

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 , por de medio de una segunda rotación, a través de la transformación unitaria

𝐻̂′
𝐼 = ̂𝑈 ′†𝐻̂𝑒𝑓𝑓 ̂𝑈 ′ − 𝐻̂′

0, con 𝐻̂′
0 = 𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒3𝑏̂† ̂𝑏 + 𝜒2 + 𝜅1) 𝜎̂𝑒𝑒 y

̂𝑈 ′ = 𝑒−𝑖(𝜒1𝑎̂†𝑎̂𝜎̂𝑔𝑔+(𝜒3𝑏̂†𝑏̂+𝜒2+𝜅1)𝜎̂𝑒𝑒)𝑡

tal que: llegamos a la estructura simplificada

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏| 𝑒𝑖𝑡𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏 + H.c. (3.2.12)

donde

𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏
= 𝜒1 (𝑛𝑎 + 1) − 𝜒3𝑛𝑏 − 𝜒2 − 𝜅1

3.2.2.1 Condición para la Selectividad

Como fue explicado en la sección 3.1, para obtener la interacción selectiva en el subespacio

{|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ , |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩} debe ser satisfechas las condiciones (3.1.5) y (3.1.6). En este
caso, tales condiciones son equivalentes a:

𝜙𝑚𝑎,𝑚𝑏
= 0 (3.2.13)

y

|𝜒1 − 𝜒3| ≫ 𝜉√𝑛𝑏 + 2√𝑛𝑎 + 2 (3.2.14)
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Con estas condiciones, la dinámica descrita por el Hamiltoniano (3.2.1), puede ser perfectamente

descrita por el Hamiltoniano bimodal selectivo Caso II.

ℋ̂𝐼𝐼 = 𝜉𝑒𝑓𝑓 |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ ⟨𝑚𝑎, 𝑚𝑏| 𝜎̂𝑔𝑒 + H.c. (3.2.15)

donde 𝜉𝑒𝑓𝑓 = 𝜉√(𝑛𝑏 + 1) (𝑛𝑎 + 1). Para una interacción como esta las transiciones entre niveles
adyacentes fuera del subespacio {|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ , |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩} del campo de cavidad son
despreciables, confinando la interacción átomo-campo para este subespacio seleccionado.

De la condición (3.2.13), podemos ver que Ω1es igual a

√Δ̃1 ( 𝜆2
2

Δ1
(𝑚𝑏 + 1) + 𝜆2

3
Δ2

𝑚𝑏 − 𝜆2
1

Δ1
(𝑚𝑎 + 1)) = Ω1 (3.2.16)

Si asumimos la condición de parámetros 𝜆1 ∼ 𝜆2 ∼ 𝜆3 = 𝜆, entonces de la condición (3.2.14)
obtenemos que

Δ1 ≫ Δ2√𝑛𝑏 + 2√𝑛𝑎 + 2 (3.2.17)

de modo que usando la condición (3.2.17) en (3.2.16) obtenemos una expresión mas compacta

para Ω1, esto es

Ω1 ≈ √Δ̃1
Δ2

𝑚𝑏𝜆

3.2.2.2 Evolución de los estados

Una dinámica descrita por el Hamiltoniano (3.2.15), implica que un estado del espacio total

átomo-campo, como por ejemplo |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑒⟩, evolucione en el tiempo según

|𝜓 (𝑡)⟩ = ̂𝑈 |𝜓 (0)⟩
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donde ̂𝑈 = Exp(−𝑖ℋ̂𝐼𝐼
ℏ 𝑡), y como resultado se obtiene

|𝜓 (𝑡)⟩ = |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑒⟩ − 𝛿𝑚𝑎,𝑛𝑎
𝛿𝑚𝑏,𝑛𝑏

|𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩ � |𝑒⟩

+𝛿𝑚𝑎,𝑛𝑎
𝛿𝑚𝑏,𝑛𝑏

[cos (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩ � |𝑒⟩ − 𝑖 sin (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ � |𝑔⟩] .

De manera que, si 𝑛𝑎 ≠ 𝑚𝑎 y 𝑛𝑏 ≠ 𝑚𝑏, entonces el estado no cambia en el tiempo, esto es

|𝜓 (𝑡)⟩ = |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ � |𝑒⟩ .

Es decir, la dinámica descrita por el Hamiltoniano selectivo (3.2.15) no induce transiciones fuera

del subespacio de radiación |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ ⟷ |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩. En cambio si el estado inicial es
|𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩ � |𝑒⟩, este evoluciona según la siguiente expresión

|𝜓 (𝑡)⟩ = cos (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩ � |𝑒⟩ − 𝑖 sin (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ � |𝑔⟩ ,

demostrando que efectivamente el hamiltoniano diseñado induce transiciones entre los estados

|𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ y |𝑚𝑎, 𝑚𝑏⟩ con las respectivas probabilidades

𝒫𝑚𝑎,𝑚𝑏,𝑒 = cos2 (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡)

y

𝒫𝑚𝑎+1,𝑚𝑏+1,𝑔 = sin2 (𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡) .

3.2.2.3 Validación de la interacción

Nuevamente elegimos los subespacios {|5⟩ , |6⟩} en el modo de frecuencia 𝜔𝑎 y {|2⟩ , |3⟩} en el
modo de frecuencia 𝜔𝑏. Asumiendo el estado inicial |5, 2⟩ � |𝑒⟩, se grafican las probabilidades 𝒫5

y 𝒫6 refiriendose al modo de frecuencia 𝜔𝑎 y (𝒫2 y 𝒫3) refiriéndose al modo con frecuencia (𝜔𝑏).
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Los parámetros también se asumen

𝜆1 ∼ 𝜆2 ∼ 𝜆3 = 𝜆 ∼ 105𝑠−1, Δ2 = 10𝜆, Δ1 = 20Δ2, Δ̃1 = 10Ω1 y Ω1 = 𝜆𝑚𝑏. Estos

parámetros son muy adecuados para la derivación del Hamiltoniano selectivo (3.2.15), según lo

confirmado por buena concordancia entre curvas sólidas provenientes del Hamiltoniano de

partida en la representación de interacción (3.2.10), y curvas punteadas calculadas a partir del

Hamiltoniano diseñado (3.2.15) cuyas probabilidades están dadas por 𝒫5 = cos2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 y
𝒫6 = sin2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 del modo 𝜔𝑎 (𝒫2 = cos2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 y 𝒫3 = sin2 𝜉𝑒𝑓𝑓𝑡 del modo 𝜔𝑏), ver figura

(3.2.4). Se grafican las probabilidades en referencia al modo 𝜔𝑎 en primer plano, mientras que las

probabilidades con referencia al modo 𝜔𝑏 se presentan en el recuadro. También se presentan las

poblaciones de los estados adyacentes iniciales |4, 1⟩ � |𝑒⟩ y |6, 3⟩ � |𝑒⟩ bajo el Hamiltoniano
(3.2.10) y los mismos parámetros utilizados anteriormente. Como podemos ver a partir de las

curvas más claras que oscilan cerca de la unidad, con una amplitud asociada menor (mayor) al

estado |4, 1⟩ � |𝑒⟩ (|6, 3⟩ � |𝑒⟩), mostrando que la dinámica regida por el Hamiltoniano (3.2.10)
casi no alimenta estados fuera del subespacio seleccionado, confirmando efectivamente la validez

de la ingeniería de interacción.

Figura 3.2.4: Simulación Hamiltoniano selectivo bimodal Caso II. Fuente Autoria Propia



Capítulo 4

Conclusión

Después de presentar un método general para obtener interacciones selectivas multimodales, se

procedió a derivar las transiciones selectivas bimodales. Para cada caso, partimos de una

configuración de nivel atómico específico y transiciones que, como se destacó anteriormente,

determinan la fuerza de la interacción atómica-campo selectiva diseñada. El procedimiento que

hemos adoptado para derivar las interacciones selectivas, descritas en nuestro método general,

junto con las configuraciones de nivel atómico que hemos elegido, condujo a la misma frecuencia

Rabi efectiva. Por lo tanto, sospechamos que las elecciones alternativas de procedimientos y

configuraciones de estados atómicos pueden conducir a una interacción selectiva más fuerte.

Después de presentar nuestras interacciones selectivas, pasamos al problema de analizar su

validez, comparando las dinámicas diseñadas con las calculadas a partir del Hamiltoniano

completo (de inicio). Verificamos, en cada caso, que la dinámica hamiltoniana completa se ajusta

bastante bien a las oscilaciones sinusoidales de Rabi mostradas por la interacción efectiva. En

consecuencia, también confirmamos que la dinámica descrita por el Hamiltoniano completo

apenas alimenta los estados fuera del subespacios seleccionados.
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Apéndice

Apéndice A: Calculo de las interacciones selectivas bimodales

Caso I

Para la construcción de estas interacciones fue necesario el uso de cálculos matemáticos. El

Hamiltoniano de partida del sistema es el siguiente,

𝐻̂ = 𝜔𝑎 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜔𝑏 ̂𝑏† ̂𝑏 + 𝜔𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑒| + 𝜔𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖| + 𝜔𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘|

+𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 + Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖𝜔𝐿𝑡 + H.c.

el cual fue necesario realizar una rotación para eliminar términos y obtener la representación de

interacción del sistema

𝐻̂𝐼 = ̂𝑈†𝐻̂ ̂𝑈 − 𝐻̂0,

donde ̂𝑈 = 𝑒−𝑖𝐻0𝑡, entonces se tiene que:

𝐻̂𝐼 = 𝑒𝑖(𝜔𝑘|𝑘⟩⟨𝑘|+𝜔𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|+𝜔𝑒|𝑒⟩⟨𝑒|+𝜔𝑏𝑏̂†𝑏̂+𝜔𝑎𝑎̂†𝑎̂)𝑡 [𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒

+𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 + Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖𝜔𝐿𝑡] 𝑒−𝑖(𝜔𝑎𝑎̂†𝑎̂+𝜔𝑏𝑏̂†𝑏̂+𝜔𝑒|𝑒⟩⟨𝑒|+𝜔𝑖|𝑖⟩⟨𝑖|+𝜔𝑘|𝑘⟩⟨𝑘|)𝑡 + H.c.

𝐻̂𝐼 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆3𝑏̂𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ1𝑡 + Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒𝑖Δ̃𝑡 + H.c.
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donde las desintonias son dadas por: Δ = 𝜔𝑎 − 𝜔𝑖 = 𝜔𝑏 − 𝜔𝑖 + 𝜔𝑒, Δ1 = 𝜔𝑘 − 𝜔𝑏 − 𝜔𝑒 y

Δ̃ = 𝜔𝑖 − 𝜔𝐿.

Calculo del Hamiltoniano efectivo

En el régimen dispersivo, es posible modificar algunas extensiones del modelo de

Jaynes-Cummings, como se muestra a continuación.

Para la construcción del Hamiltoniano efectivo, se inicia de la representación de la interacción

presentada en la ecuación (3.2.2) y mostrada a continuación

𝐻̂𝐼 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒𝑒−𝑖Δ𝑡 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ1𝑡 + Ω𝜎̂𝑖𝑔𝑒𝑖Δ̃𝑡 + H.c.,

la cual asemeja un Hamiltoniano de interacción con dependencia temporal armónica de la

siguiente estructura,

𝐻̂𝐼 (𝑡) =
𝑁

∑
𝑛=1

(ℎ𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 + ℎ†
𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡)

donde,
ℎ1 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 , ℎ†

1 = 𝜆1 ̂𝑎†𝜎̂𝑔𝑖 , 𝜔1 = Δ
ℎ2 = Ω𝜎̂𝑖𝑔 , ℎ†

2 = Ω𝜎̂𝑔𝑖 , 𝜔2 = Δ̃
ℎ3 = 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑖𝑒 , ℎ†

3 = 𝜆2𝑏̂†𝜎̂𝑒𝑖 , 𝜔3 = Δ
ℎ4 = 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 , ℎ†

4 = 𝜆3 ̂𝑏†𝜎̂𝑒𝑘 , 𝜔4 = Δ1

El Hamiltoniano efectivo se construye mediante la expresión perturbativa de segundo orden,

𝐻̂(2)
𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝐻̂𝑒𝑓𝑓 =

𝑁
∑

𝑛,𝑚=1

1
ℏ𝜔𝑚𝑛

[ℎ†
𝑛, ℎ𝑚] 𝑒𝑖(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑡,



65

entonces,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝜆2
1

Δ (𝜎̂𝑔𝑔 ̂𝑎† ̂𝑎 − 𝜎̂𝑖𝑖 ̂𝑎 ̂𝑎†) + Ω2

Δ̃
(𝜎̂𝑖𝑖 − 𝜎̂𝑔𝑔)

+𝜆2
2

Δ (𝜎̂𝑒𝑒 ̂𝑏†𝑏̂ − 𝜎̂𝑖𝑖 ̂𝑏 ̂𝑏†) + 𝜆2
3

Δ1
(𝜎̂𝑘𝑘𝑏̂𝑏̂† − 𝜎̂𝑒𝑒 ̂𝑏†𝑏̂)

+𝜆1𝜆2
Δ [𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎† ̂𝑏 + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎𝑏̂†]

se eliminan adiabáticamente los niveles atómicos despoblados y finalmente el Hamiltoniano

efectivo es,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = [𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅1] 𝜎̂𝑔𝑔 + 𝜒2 ̂𝑏†𝑏̂𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 (𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎†𝑏̂ + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎 ̂𝑏†)

el cual se mostró anteriormente en la ecuación (3.2.3), donde 𝜒1 = 𝜆2
1

Δ , 𝜒2 = 𝜆2
2

Δ − 𝜆2
3

Δ1
,

𝜅1 = −Ω2

Δ̃ , y 𝜉 = 𝜆1𝜆2
Δ .

Calculo del Hamiltoniano selectivo

Para la construcción de la interacción selectiva, se hace necesario eliminar los términos diagonales

en el Hamiltoniano efectivo, mediante la transformación unitaria 𝐻̂′
𝐼 = ̂𝑈†𝐻̂𝑒𝑓𝑓 ̂𝑈 − 𝐻̂′

0, ya que

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝐻̂′
0 + 𝐻̂′

𝐼,

donde,

𝐻̂′
0 = [𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜅1] 𝜎̂𝑔𝑔 + 𝜒2 ̂𝑏† ̂𝑏𝜎̂𝑒𝑒

Teniendo en cuenta las siguientes consideraciones,

̂𝑎 ̂1 = ̂𝑎
∞
∑
𝑛

|𝑛⟩ ⟨𝑛| =
∞
∑
𝑛

√
𝑛 − 1 |𝑛 − 1⟩ ⟨𝑛|

̂𝑎† ̂1 = ̂𝑎†
∞
∑
𝑛

|𝑛⟩ ⟨𝑛| =
∞
∑
𝑛

√𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩ ⟨𝑛|
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para el operador ( ̂𝑎), se hace que 𝑛 → 𝑛 + 1, entonces

̂𝑎 =
∞

∑
𝑛

√𝑛 |𝑛⟩ ⟨𝑛 + 1| ,

̂𝑎† =
∞

∑
𝑛

√
𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩ ⟨𝑛|

de igual forma para los operadores ̂𝑏 y ̂𝑏†, entonces la representación de interacción efectiva es:

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡[𝜒1𝑎̂†𝑎̂+𝜅1]𝜎̂𝑔𝑔𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒−𝑖𝑡𝜒2𝑏̂†𝑏̂𝜎̂𝑒𝑒

+𝜉 ∑
𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡𝜒2𝑏̂†𝑏̂𝜎̂𝑒𝑒𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏| 𝑒−𝑖𝑡[𝜒1𝑎̂†𝑎̂+𝜅1]𝜎̂𝑔𝑔

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡[𝜒1(𝑛𝑎+1)+𝜅1]𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒−𝑖𝑡𝜒2(𝑛𝑏+1)

+𝜉 ∑
𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒−𝑖𝑡𝜒2(𝑛𝑏+1)𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏| 𝑒𝑖𝑡[𝜒1(𝑛𝑎+1)+𝜅1]

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1 [𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒𝑖𝑡[𝜒1(𝑛𝑎+1)−𝜒2(𝑛𝑏+1)+𝜅1] + 𝐻.𝑐]

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒𝑖𝑡𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏 + H.c.

la condición para la selectividad se da aplicando las condiciones de parámetro mostradas

anteriormente en las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6), el Hamiltoniano selectivo es:

ℋ̂𝐼 = 𝜉𝑒𝑓𝑓 |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏⟩ ⟨𝑚𝑎, 𝑚𝑏 + 1| 𝜎̂𝑒𝑔 + H.c.

el cual se mostró en la ecuación (3.2.7).

Apéndice B: Calculo de las interacciones selectivas bimodales

Caso II
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Para la construcción de estas interacciones es necesario realizar un procedimiento matemático

como el que se realizo anteriormente, partiendo de la representación de partida

𝐻̂ = 𝜔𝑎 ̂𝑎† ̂𝑎 + 𝜔𝑏𝑏̂† ̂𝑏 + 𝜔𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑒| + 𝜔𝑖 |𝑖⟩ ⟨𝑖| + 𝜔𝑘 |𝑘⟩ ⟨𝑘|

+𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 + 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑒𝑖 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 + Ω1𝜎̂𝑘𝑒𝑒−𝑖𝜔𝐿𝑡 + H.c.

Calculo del Hamiltoniano efectivo

Al igual que en el caso anterior partimos de la representación de interacción mostrada en la

ecuación (3.2.10) y mostrada a continuación,

𝐻̂𝐼 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔𝑒−𝑖Δ1𝑡 + 𝜆2𝑏̂𝜎̂𝑒𝑖𝑒𝑖Δ1𝑡 + 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ2𝑡

+Ω1𝜎̂𝑘𝑒𝑒𝑖Δ̃1𝑡 + H.c.

donde,
ℎ1 = 𝜆1 ̂𝑎𝜎̂𝑖𝑔 , ℎ†

1 = 𝜆1 ̂𝑎†𝜎̂𝑔𝑖 , 𝜔1 = Δ1

ℎ2 = Ω1𝜎̂𝑒𝑘 , ℎ†
2 = Ω1𝜎̂𝑘𝑒 , 𝜔2 = Δ̃1

ℎ3 = 𝜆2 ̂𝑏†𝜎̂𝑖𝑒 , ℎ†
3 = 𝜆2 ̂𝑏𝜎̂𝑒𝑖 , 𝜔3 = Δ1

ℎ4 = 𝜆3 ̂𝑏†𝜎̂𝑒𝑘 , ℎ†
4 = 𝜆3 ̂𝑏𝜎̂𝑘𝑒 , 𝜔4 = Δ2

Aplicando la expresión perturbativa del caso anterior, se obtiene el Hamiltoniano efectivo

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝜆2
1

Δ1
(𝜎̂𝑔𝑔 ̂𝑎† ̂𝑎 − 𝜎̂𝑖𝑖 ̂𝑎 ̂𝑎†) + Ω2

1
Δ̃1

(𝜎̂𝑘𝑘 − 𝜎̂𝑒𝑒)

+ 𝜆2
2

Δ1
(𝜎̂𝑒𝑒 ̂𝑏 ̂𝑏† − 𝜎̂𝑖𝑖 ̂𝑏†𝑏̂) + 𝜆2

3
Δ2

(𝜎̂𝑘𝑘 ̂𝑏 ̂𝑏† − 𝜎̂𝑒𝑒 ̂𝑏† ̂𝑏)

+𝜆1𝜆2
Δ1

[𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎† ̂𝑏† + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎 ̂𝑏]
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se eliminan los niveles atómicos como en el caso anterior quedando el Hamiltoniano efectivo así,

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 = 𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒3 ̂𝑏† ̂𝑏 + 𝜒2 + 𝜅1) 𝜎̂𝑒𝑒 + 𝜉 (𝜎̂𝑔𝑒 ̂𝑎† ̂𝑏† + 𝜎̂𝑒𝑔 ̂𝑎 ̂𝑏)

como se mostró en la ecuación (3.2.11), donde 𝜒1 = 𝜆2
1

Δ1
, 𝜒2 = 𝜆2

2
Δ1

, 𝜒3 = 𝜆2
2

Δ1
− 𝜆2

3
Δ2

, 𝜅1 = − Ω2
1

Δ̃1
y

𝜉 = 𝜆1𝜆2
Δ1

.

Calculo del Hamiltoniano selectivo

Para el calculo de este, se realiza un procedimiento similar como en el caso anterior, utilizando la

misma transformación unitaria, donde en este caso,

𝐻̂′
0 = 𝜒1 ̂𝑎† ̂𝑎𝜎̂𝑔𝑔 + (𝜒3 ̂𝑏† ̂𝑏 + 𝜒2 + 𝜅1) 𝜎̂𝑒𝑒

la representación de interacción efectiva es,

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡(𝜒1𝑎̂†𝑎̂)𝜎̂𝑔𝑔𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏| 𝑒−𝑖𝑡(𝜒3𝑏̂†𝑏̂+𝜒2+𝜅1)𝜎̂𝑒𝑒

+𝜉 ∑
𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡(𝜒3𝑏̂†𝑏̂+𝜒2+𝜅1)𝜎̂𝑒𝑒𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒−𝑖𝑡(𝜒1𝑎̂†𝑎̂)𝜎̂𝑔𝑔

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡𝜒1(𝑛𝑎+1)𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏| 𝑒−𝑖𝑡(𝜒3𝑛𝑏+𝜒2+𝜅1)

+𝜉 ∑
𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝑒𝑖𝑡(𝜒3𝑛𝑏+𝜒2+𝜅1)𝜎̂𝑒𝑔 |𝑛𝑎, 𝑛𝑏⟩ ⟨𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1| 𝑒−𝑖𝑡𝜒1(𝑛𝑎+1)

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1 [𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏| 𝑒𝑖𝑡[𝜒1(𝑛𝑎+1)−(𝜒3𝑛𝑏+𝜒2)−𝜅1] + H.c.]

𝐻̂′
𝐼 = 𝜉 ∑

𝑛𝑎,𝑛𝑏

√𝑛𝑏 + 1√𝑛𝑎 + 1𝜎̂𝑔𝑒 |𝑛𝑎 + 1, 𝑛𝑏 + 1⟩ ⟨𝑛𝑎, 𝑛𝑏| 𝑒𝑖𝑡𝜙𝑛𝑎,𝑛𝑏 + H.c.

dado que la condición para la selectividad se da aplicando los parámetros (3.2.13) y (3.2.14),
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entonces el Hamiltoniano selectivo es:

ℋ̂𝐼𝐼 = 𝜉𝑒𝑓𝑓 |𝑚𝑎 + 1, 𝑚𝑏 + 1⟩ ⟨𝑚𝑎, 𝑚𝑏| 𝜎̂𝑔𝑒 + H.c.

el cual se mostró en la ecuación (3.2.15).
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