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RESUMEN

Aportes de investigadores y educadores como Kline, Courant,
Ernest, Thurton, etc., a cerca de la importancia de la historia de
las ciencias en el aprendizaje de los conceptos ponen de
manifiesto la necesidad de buscar estrategias de ensefianza que
ayuden al estudiante a comprender conceptos, en particular el
concepto de derivada, una posible estrategia que formulamos es
desarrollar inicialmente actividades utilizando una metodologia
dinamica y participativa en donde el estudiante tenga un
acercamiento intuitivo del concepto de derivada, que autores
como Barrow, Fermat, Newton y Leibnitz hacen del mismo, a
partir del calculo de rectas tangentes, hallar valores maximos y
minimos, para luego darle un tratamiento técnico formal con el
objetivo principal de posibilitar la comprension del concepto de

derivada.

Por ultimo, se procede a dar las conclusiones del trabajo y las
recomendaciones necesarias para quienes decidan abordar el

concepto de derivada teniendo en cuenta la estrategia planeada.



ABSTRACT
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INTRODUCCION

Las matematicas son quizas de las ciencias mas antiguas, y a lo
largo de su desarrollo histéorico se han dado acontecimientos de
mucha importancia, como el que se dio a mediados del siglo
XVIII, el inicio del calculo diferencial o de la “matematica de los

cambios”’.

El Calculo diferencial fue desarrollado por Newton (1642 — 1727)
y Leibnitz (1646 — 1716) de manera simultanea e independiente,
dando solucion a problemas relacionados con el movimiento de
los cuerpos (velocidad de un movil en un instante de tiempo) y a
problemas geométricos tales como el trazo de la recta tangente
a una curva en un punto cualquiera de ésta, de otro lado se tenia

la inquietud de hallar el maximo o minimo valor de una funcion.

El Calculo diferencial a través de los afos ha influenciado el
desarrollo cientifico en muchos campos del saber tales como:
Fisica, Astronomia, Quimica, Biologia, Estadistica, Ciencias
Econdmicas, entre otras. Ademas, este se ocupa del analisis de

las derivadas de las funciones y sus aplicaciones respectivas.

Durante nuestro estudio de Licenciatura en Matematicas entre
los anos de 1998 y 2001 recibimos muy poca informacion
histérica sobre los origenes de los conceptos matematicos o

sobre las motivaciones que condujeron a su creacion.

‘Sabemos que cualquier teoria matematica es el resultado de
esfuerzos humanos en el pasado y algunas ideas, por lo menos

de sus motivaciones originales, pueden tener un valor educativo,
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pues los estudiantes podrian conseguir asi una mejor

comprension de los conocimientos matematicos”’

La historia del desarrollo de una teoria matematica es como un
vector que nos orienta acerca de la direccion que ha venido
tomando dicha teoria, mostrandonos ademas, las dificultades y
los tiempos de maduracion de los nuevos enfoques, lo cual nos
permite entender porqué hay procesos que requieren de mayor
madurez matematica que otros,; MORRIS KLINE afirma al

respecto:

‘Todo maestro de secundaria y universidad deberia conocer la
historia de la matematica, hay muchas razones para ello, pero
quizas la mas importante de todas es la de que es una excelente
guia pedagodgica”?

Apoyados en los resultados de las entrevistas realizadas a los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas en el segundo
periodo del afio 2001, como se describe en el planteamiento del
problema, nos damos cuenta que de cierta forma es poca la
comprension del concepto de derivada en la mayoria de los
estudiantes de los cursos de Calculo Diferencial, por lo cual
creemos necesario hacer un trabajo sobre estrategias
metodologicas para su ensefianza y consideramos que una
posibilidad para mejorar la comprension es a través de un

acercamiento histérico a la formacion del concepto de derivada.

! ESCORCIA MERCADO, Jairo; OROZCO HERRERA, Bernardo; MORENO
ALVAREZ, Wilson. Didactica especial de las matematicas. Universidad de Sucre,
Sincelejo 1988

2 CASTRO CHADID, Ivin. Pasado, presente y futuro del cilculo en Colombia,
Grupo Editorial Ibero — América de Colombia S.A. Bogoti 1997. pag 62.
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Se llevaran a cabo actividades didacticas que relacionen el
concepto con su desarrollo historico basados en reflexiones de
los métodos expuestos por Fermat, Barrow, Newton y Leibnitz

para el estudio de la derivada.

El grupo de investigacion pretende con la elaboracion del

trabajo:

Tener un acercamiento al desarrollo historico de algunos
elementos tedricos o conceptuales que incidieron en la formacion
del concepto de derivada, con el animo de comprender dicho
proceso y sugerir una forma de coémo presentar el desarrollo de

dicho concepto.

Para que el lector tenga una mayor claridad, el grupo de trabajo

ha establecido el siguiente orden:

En el primer capitulo se comenta el origen de la propuesta, la

justificacion y los objetivos.

El segundo capitulo hace referencia al marco teorico en el cual
se encuentran los antecedentes, las bases tedricas y el marco

conceptual.

En el tercer capitulo se expone el disefio metodoldégico, donde se
ubica el tipo de estudio, el proceso desarrollado para dar

solucion al problema planteado y la muestra seleccionada.

En el cuarto capitulo se ubican el analisis e interpretacion de la
informacion y por ultimo se formulan las conclusiones vy

recomendaciones que se consideran pertinentes y necesarias.
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CAPITULO 1

1. PROBLEMA

Dificultades en la comprensién de algunos conceptos e ideas
relacionadas con la derivada en estudiantes de la Universidad de

Sucre, del Programa de Licenciatura en Matematicas.

1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Después de seis semestre académicos de haber cursado la
asignatura Calculo diferencial como estudiantes del programa de
Licenciatura en Matematicas, durante el segundo periodo
acadéemico del afno 1998, decidimos entrevistar a companeros
gue se encontraban cursando la asignatura Calculo diferencial
para analizar sobre el como se esta dando el proceso ensefanza
— aprendizaje y si se ha utilizado elementos del desarrollo
histérico del concepto de derivada en dicho proceso de
ensefianza, pues esto es una necesidad en el desarrollo de la
matematica escolar, tal como se plantea en los lineamientos
curriculares emanados por el Ministerio de Educacion Nacional

en los cuales se propone que es necesario:

“El uso de la historia en el desarrollo de la matematica escolar

para orientar la comprension de ideas de forma significativa”®

5 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Lineamientos curriculares. Santa
fé de Bogota. MEN 1998. pag 30 — 31.
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Del analisis del cuestionario diagnéstico aplicado se ha podido
detectar ciertas dificultades en la comprensién de algunos
conceptos e ideas relacionadas con la derivada, dado que de 95
estudiantes encuestados en el programa de Licenciatura en
Matematicas, 81 estudiantes que representan el 85.26%,
manifiestan no haber tenido un acercamiento histérico sobre la

formacidén del concepto de derivada.

De otro lado 67 estudiantes, manifiestan no conocer los
problemas que originaron el desarrollo de la formacion del

concepto de derivada, los cuales representan el 70.5%.

Hay algunos que manifiestan no saber el concepto de derivada y

los elementos conceptuales involucrados en él.

De los resultados arrojados por el cuestionario diagnéstico se
puede apreciar que las dificultades en la comprensidén de algunos
conceptos e ideas relacionadas con la derivada que presentan
estos futuros docentes lo consideramos un problema ya que tales
dificultades en la comprension del concepto de derivada puede
repercutir en los estudiantes que estos tengan a su cargo mas

adelante cuando se encuentren laborando.

De ahi que consideramos necesario llevar a cabo un estudio para
ver como se puede mejorar la presentacion, estudio y la
comprension del concepto de derivada a través de un

acercamiento historico a la formacién del mismo.

No obstante, el hecho que no se tenga conocimiento del proceso

histdérico de la formacion del concepto de derivada, no influye en
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la comprension del mismo, sin embargo discutir el aspecto
histdérico durante el desarrollo del concepto puede favorecer la

compresion de dicho concepto de manera significativa.

Esta propuesta se concibe, con el soporte de teorias estudiadas
(una nueva visidon del conocimiento matematico en la escuela,
estructura curricular, enfoques de la resolucion de problemas...)
como opcion de solucion para facilitar la comprension del
concepto de derivada y estara dirigida a explorar y meditar sobre

el siguiente interrogante:

¢, Como posibilitar la comprensién del concepto de derivada en
los estudiantes de Calculo diferencial, a través de un

acercamiento histérico de la formacion del concepto?

1.2 JUSTIFICACION

Haciendo wuna revision general en Ilos textos de Calculo
Diferencial como: (Leithold, Apodstol, Stewart, entre otros) nos
podemos dar cuenta, que estos presentan poco o nada de la
relacion entre los conceptos netamente matematicos y la historia

de estos, como es el origen y gestacion de los mismos.

‘Por otro lado el conocimiento de la historia proporciona ademas
de una vision dinamica de las matematicas y permite apreciar
como sus desarrollos han estado relacionados con las
circunstancias sociales y culturales e interconectados con los
avances de otras disciplinas, lo que trae consigo importantes
implicaciones didacticas: Posibilidad de conjeturar acerca de

desarrollos futuros, reflexion, sobre limitaciones y alcances en el
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pasado, apreciacion de las dificultades para la construccion del

nuevo conocimiento”™

Meditando lo anterior y teniendo presente que la mayor parte de
los docentes de matematica imparten la ensefianza de los
conceptos y para nuestro proposito el Calculo diferencial sin una
vision preliminar de la historia de esta rama de las matematicas,
es necesario establecer una estrecha relacion entre Ilos

conceptos y su evolucidn histérica.

Con el desarrollo del presente trabajo se busca valorar la
importancia que juega la historia para el desarrollo del Calculo
Diferencial, en especial el concepto de derivada de una funcién y

el aprendizaje del mismo.

De esta forma buscaremos concientizar a educadores vy
educandos que se hace necesario hacer “un acercamiento

histérico a la formacidén del concepto de derivada” porque:

& Las reflexiones que se hagan en torno al acercamiento
historico y a las actividades que se desarrollen en el trabajo
de campo redundaran en el beneficio o mejoramiento en el
proceso de la ensefianza - aprendizaje del concepto de
derivada.

& Este estudio ayudaria a reorientar la ensefianza del Calculo

diferencial y en especial el concepto de derivada.

MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Lineamientos curriculares. Santa fé
de Bogotd. MEN 1998. pag 30
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El estudiante adquiere diferentes contextualizaciones del

concepto de derivada.

El profesor contribuye a facilitar su labor pedagogica.

pertinente porque:

En los lineamientos curriculares emanados por el MEN se
plantea el uso de la historia en el desarrollo de la matematica

escolar.

Pocos trabajos han hecho aportes al estudio de la historia de
la formacion del concepto de derivada en la Universidad de

Sucre.

El desarrollo de las clases debe involucrar problemas
provenientes de cualquier contexto como estrategias

didacticas.

viable porque:

Se cuenta con material bibliografico especializado y rico en la

tematica que queremos tratar.

Las actividades a realizar involucran a la geometria y al
algebra a las cuales se ha tenido acercamiento en semestres
anteriores y se pueden poner en practica en el desarrollo de

esta tematica o este trabajo.
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& Contamos con la disposicion de colaboracidén de los docentes
que dirigen la asignatura en el programa de Licenciatura en

Matematicas de la Universidad de Sucre.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general

Contribuir a la comprension del concepto de derivada impulsando
formas de ensefianza basadas en el desarrollo histérico de su

formacion.

1.3.2 Objetivos especificos

& Concientizar a los futuros docentes del valor que tiene la
historia para la dinamizacion de los procesos, de ensefianza

de la matematica escolar.

& Plantear a los estudiantes de Calculo diferencial del
programa de Licenciatura en Matematicas resolver algunos

problemas aplicando los métodos socializados.

&= Resolver o redisefiar algunos problemas, planteados por

autores consultados.

& Qrganizar la presentacion tedrica de algunas proposiciones
sobre la derivada de una funcion establecida por autores

como: (Fermat, Barrow, Newton y Leibnitz)
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CAPITULO 2
MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES

Haciendo wuna revision general de los trabajos o proyectos
realizados en la Universidad de Sucre a nivel de pregrado
presentados en el programa de Licenciatura en Matematicas,
alusivos a este tema; nos damos cuenta que son pocos los
estudios hechos, entre los estudios realizados destacamos la
monografia de grado titulada:

‘Demostracién grafica del teorema el algebra de derivadas”®
realizada por Leonardo Fabio Camargo y Jamis Pérez Pérez, los
cuales opinan o sugieren que: “‘En la mayoria de textos de
Calculo elemental, las presentaciones que hacen de la derivada
son de caracter geométrico, hallando la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto o aplicando la nocion de limite
en las cuales se presentan ambigledades cuando se van a
demostrar e interpretar los teoremas de la derivada, ya que estos
se hacen con la ayuda del concepto de funcion y el algebra de

funciones.

Ademas, manifiestan que desde tiempos remotos, los

matematicos se fueron percatando gradualmente de los

5 CAMARGO, Leonardo Fabio y PEREZ PEREZ, Jamis. Demostracién grifica del

teorema el dlgebra de derivadas. Universidad de Sucre, Sincelejo 1998.
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problemas que surgian de distintos tipos de movimientos, asi
como los problemas geomeétricos que no se habian podido
solucionar con los métodos que existian, es decir con ellos no se
podia calcular la velocidad de un moévil en cualquier instante y

trazar una tangente a una curva en un punto dado.

Estas inquietudes condujeron a una rama del analisis que recibio

el nombre de Calculo diferencial.

Otro estudio que podemos tomar como antecedente en el aspecto
histéorico, es el titulado “Desarrollo histérico del teorema
fundamental del algebra”® cuyo autor es Ubaldo Buelvas

Sol6érzano quien nos expresa en este trabajo que:

“‘El estudio de la historia de las matematicas contribuye a
despertar inquietudes por muchos de sus temas y por lo mismo
se convierte en wuna poderosa arma pedagogica para su
ensefanza” y en este sentido también pretende el presente

trabajo hacer un pequefio aporte.

Destacamos un trabajo titulado “Pasajes historicos del algebra
desde la herencia primitiva hasta la Al-jwarizmi”’, desarrollado
por Pablo Elias Rodriguez Pacheco, el cual nos da un referente
tedrico en cuanto a lo importante y fundamental que es conocer
la historia de un tema en cualquier ciencia.

El autor manifiesta que:

6 BUELVAS SOLORZANO, Ubaldo. Desarrollo histérico del teorema fundamental
del dlgebra. Universidad de Sucre, Sincelejo 1984
7RODRIGUEZ PACHECO, Pablo E. Pasajes histéricos del algebra desde la herencia

primitiva hasta la Al-jwarizmi. Universidad de Sucre, Sincelejo 1989.
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“‘Debemos reconocer los meéritos de todos aquellos predecesores
que han contribuido de una u otra forma al adelanto de la
ciencia. Todo docente o persona dedicada a la ensefanza de la
matematica, esta ligado a la antigledad por la naturaleza misma
de esta area, es decir, que la universalidad y la independencia
de los principios matematicos respecto al tiempo hacen que éste
(profesor) vea el pasado de esta ciencia con admiracién. Saber
de los aportes hechos a la ciencia de las matematicas tratadas
siglos atras o en cualquier otra ciencia, es un privilegio para
cualquier persona interesada en el conocimiento, y el hecho de
mantener y despertar el espiritu investigativo en tales aportes, lo

es con mucha mas razén”

Existe otro trabajo titulado “Estudio exploratorio sobre algunas
interpretaciones del concepto de derivada”® a cargo de Sandra

Judith Santos Mendoza y Rafael Augusto Vallesta Alfaro.
Con este trabajo los estudiantes buscaban:

Posibilitar la comprension del concepto de derivada a través del
tratamiento de las diferentes interpretaciones del concepto de
derivada con situaciones problema que involucran razén de
cambio de una variable con respecto a otra, pero haciendo poca

alusion a la parte histoérica.

8 SANTOS MENDOZA, Sandra J. y VALLESTA ALFARO, Rafael Augusto. Estudio
exploratorio sobre algunas interpretaciones del concepto de derivada. Universidad

de Sucre, Sincelejo 2002
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Los estudiantes llegan a la conclusidon que:

El tratamiento de algunas interpretaciones del concepto de
derivada, a través de la solucion de situaciones problema que
involucran razén de cambio de una variable con respecto a otra,
se perfilan como una estrategia didactica para abordar el estudio
de la derivada, ya que después de llevar esta experiencia al
aula, se observd que los estudiantes se mostraron atentos y
participativos a explorar y mostrar diferentes formas de concebir

a la derivada y le encontraron mas sentido al estudio de ésta.

A nivel internacional se encontraron varias investigaciones, entre
ellas la de Cristdologo Dolores Flores, en su investigacion
“‘Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en situacion

escolar”®

supone que el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional (PLV) puede favorecer la comprension de los
conceptos de la matematica del cambio. EI afirma que los
conceptos son el reflejo de una clase de cosas, procesos,

relaciones de la realidad objetiva o de la conciencia.

Otra investigacion de Cristologo Dolores Flores pero en

compania de Alfonso Catalam Adame titulada “Formacion del

»10

concepto de derivada a través de la variacion” ™ ellos introducen

el concepto de derivada sobre la base de la formacion por etapas

° DOLORES FLORES, Cristélogo. Desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional en situacidén escolar. Facultad de Matematica. Universidad Auténoma de
Guerrero. Conaciyt, México “Resumen de Relme 12”7 1998 pag 37

10 CATALAM ADAME, Alfonso y DOLORES FLORES, Cristélogo. Formacién del
concepto de derivada a través de la variacién. Universidad Auténoma de Guerrero.

Conaciyt, México “Resumen de Relme 12” 1998
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de las acciones mentales (FEAM). Para la formacion de dicho
concepto inician con la cuantificacion del cambio por medio de

las diferencias.

Después estudian los cambios relativos como rapidez y velocidad
media, y finalmente Ilos cambios infinitamente pequenos,
modelados por medio de los diferenciales. Bajo esta linea
pretendian la formacion de la derivada como cociente de
diferenciales desarrollando principalmente las actividades de

prediccion, estimacidén, comparacion y aproximacion.

Por otro lado la investigaciéon de Roberto Gonzalez y Ricardo
Cantoral titulada “Disefo de situaciones didéacticas de
resignificacion: El caso de la derivada como un organizador de

las derivadas sucesivas”"

ellos utilizaron el concepto de
situacion variacional como el conjunto de problemas que
requieren de un tratamiento variacional tanto desde el punto de
vista de las funciones cognitivas de quienes las aborden como

desde la perspectiva matematica y epistemoldgica.

Emplean el término de resignificacion porque el concepto de
derivada adquiere significaciones que evolucionan con el
progreso del alumno en su estudio matematico. Ellos plantean
que el concepto de derivada surge hasta que domine el concepto
de “derivada sucesiva”, y para ellos disefiaron situaciones

didacticas en las cuales aplicaron su planteamiento.

11 GONZALEZ, Roberto y CANTORAL, Ricardo. Disefio de situaciones diddcticas
de tesignificacién: “El caso de la derivada como un organizador de las derivadas

sucesivas” CINVESTAV. IPN. México “Resumen del Relme 12” 1998 pag 46
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2.2 BASES TEORICAS

Para sustentar el presente trabajo contamos con teorias que
hacen alusion a Construccion del Conocimiento, teoria del
meétodo genético y aspectos relacionados con el uso y el papel
de la historia de las matematicas en la formacidén del Concepto

de derivada.

Entre las teorias de Construccion del Conocimiento que
revisamos para la realizacion del presente trabajo esta la teoria
Constructiva de Piaget, la teoria del aprendizaje significativo de
Ausbel, se tiene en cuenta a Paul Ernest en cuanto al
Constructivismo matematico, por ultimo se hace una pequefa
resefia histérica del desarrollo de la derivada para conocer

algunos problemas que originaron la formacién del mismo

TEORIA SOBRE CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO

= (Constructivismo

Podemos decir que Ilos origenes del Constructivismo se
encuentran en la psicologia educativa a la cual le interesa el
estudio de |los procesos de aprendizaje. Se encuentra
influenciada por corrientes del pensamiento psicoldégico ofrecidas
por Kelly y Ausbel, sin embargo la esencia formal del
Constructivismo se genera a partir de la epistemologia genética
de Piaget, en la cual se postula que no es posible referirse a la
realidad en si misma, si no a la Construccion que a partir de la
interaccion con el mundo cada persona pueda rehacer. Dentro

del modelo constructivista esta definido que el conocimiento no
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se adquiere pasivamente, ni por asimilacion de aprendizajes
anteriores, ni tampoco es copia de la realidad, por el contrario es
una construccion que cada alumno realiza con sus propias

estructuras cognitivas.

El desarrollo cognitivo debe comprenderse como la adquisicion
sucesiva de estructuras lo6gicas cada vez mas complejas que
subyacen a las distintas areas y situaciones, que la persona es

capaz de ir resolviendo a medida que crece.

& Constructivismo matematico: Una nueva vision.

Son muchos los factores que han originado cambios profundos
en las concepciones de las matematicas escolares, entre las
cuales tenemos los nuevos planteamientos de la filosofia de las
matematicas, el desarrollo de las matematicas en términos de
educacion y los estudios de Sociologia del Conocimiento, Paul
Ernest “ha propuesto una reconceptualizaciéon del papel de la
filosofia de las matematicas, que tengan en cuenta la naturaleza,
justificacion y génesis tanto del conocimiento matematico como
de los objetos de las matematicas, las aplicaciones de ésta a la
ciencia y en la tecnologia y el hacer matematico a lo largo de la

historia” "

12 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Lineamientos curriculares. Santa
fé de Bogota. MEN 1998 pag 26
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< Aprendizaje significativo

Ausbel ha sido uno de los autores que mas ha influido en la
elaboracién y divulgacion de las ideas modificadoras de las
formas de aprender y de suministrar el conocimiento. Ausbel
tiene la concepcidn de que el aprendizaje debe ser una actividad
significativa para el individuo que aprende y dicho significado
esta relacionado con la existencia de interrelaciones entre el
conocimiento nuevo y el que ya posee el educando, para Ausbel
la ensefanza tradicional es muy poco eficaz ya que consiste en
la repeticion mecanica de elementos que el alumno no puede

estructurar como un todo.

Ausbel considera el aprender como sinénimo de comprender lo
cual nos conlleva a decir que lo que el alumno comprenda sera lo
que aprende y lo que recordara mejor, puesto que queda en sus

estructuras de conocimiento.

El aprendizaje significativo se ocupa principalmente, del
problema de la ensefianza y de la adquisicion y retencion de las
estructuras de significados en particular del surgimiento de

nuevos significados en el alumno.

= Una nueva vision del conocimiento matematico en la
escuela.

Aceptar que el conocimiento matematico es resultado de una
evolucidn histoérica, de un proceso cultural cuyo estado actual no

es, en muchos casos, la culminacién definitiva del conocimiento
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y cuyos aspectos formales constituyen sélo una faceta de este

conocimiento.

“‘El conocimiento de la historia proporciona ademas una vision
dinamica de las matematicas y permite apreciar como sus
desarrollos han estado relacionados con las circunstancias
sociales y culturales e interconectaos con los avances de otras
disciplinas, lo que trae consigo importantes implicaciones

didacticas:

Posibilidad de conjeturar acerca de desarrollos futuros, reflexion
sobre limitaciones y alcances en el pasado, apreciacion de las

dificultades para la construccion del nuevo conocimiento.

Es importante resaltar que el valor del conocimiento histérico al
abordar el conocimiento matematico escolar no consiste en
recopilar una serie de anécdotas y curiosidades para
presentarlas ocasionalmente en el aula. EI| conocimiento de la
historia puede ser enriquecedor entre otros aspectos para

orientar la comprension de ideas en forma significativa”'

= La historia de las matematicas como instrumento
didactico, el método genético.

La forma de utilizar la historia de las matematicas como un
instrumento didactico colaborador puede llevarse a cabo de muy

diversas maneras, se puede por ejemplo: Proceder, o en el

13 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Lineamientos curriculares. Santa
fé de Bogotd 1998 pag 29 — 30.
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transcurso, mediante una introduccion histérica, la exposicion de
cada tema, situando en la historia los problemas que se van a

abordar.

Se puede anadir a los apuntes que se entregan a los alumnos,
indicaciones breves, resumenes o notas histéricas. Se puede
también a lo largo del desarrollo de la clase y en cualquier
momento indicar brevemente a que matematico o corriente
matematica se debe la introduccién de un concepto nuevo, la

demostracion de un teorema o la resolucién de un problema, etc.

Asi mismo, se puede ensayar en algunos temas el meétodo

genético:

“El método genético, extraido de la Biologia, intenta reconstruir
el clima psicolégico que envuelve a cada momento creador que
haya supuesto un salto cualitativo en la historia de las

matematicas.

La aplicacion de este método en la ensefianza, que ha sido
reivindicado por grandes matematicos y profesores de
matematica, pretende demostrar que para una mejor
comprension de un concepto determinado el alumno ha de repetir
a grandes rasgos el proceso historico que se ha desarrollado

hasta la formulacién actual del concepto”™

4 GONZALES URBANEJA P.M. Historia de las matematicas: Integracidén cultural
de las matemadticas, Génesis de los conceptos de orientacién de su enseflanza.
Seminario permanente de la historia de las matematicas. Ice de la Universidad

Politécnica de Cataluiia. 1B San José de Calssanc. San Quinti. Barcelona 1991, pag
286
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Otto Toeplitz, es uno de los creadores del método genético,
aplicandolo en uno de los textos mas famosos sobre el calculo
infinitesimal y su historia, la obra The Calculus, a genetic
aproach en el prefacio de la edicion alemana su discipulo Gkoéthe

describe la naturaleza del método genético (Toeplitz 1963):

“‘El método genético es la guia mas segura para este ascenso
suave (en el estudio del calculo), que de otra manera no es facil
de encontrar. Seguid el curso genético que es el camino que ha
seguido el hombre en su comprensién de las matematicas, vy
vereis que la humanidad ha ido ascendiendo gradualmente desde
lo mas simple a lo mas complejo. Los métodos didacticos

pueden beneficiarse enormemente del estudio de la historia”™

Morris Kline afirma al respecto que:

“Cada persona debe pasar aproximadamente por las mismas
experiencias por los que pasaron sus antepasados si quiere
alcanzar el nivel de pensamiento que muchas generaciones han

alcanzado”'®

La aplicacion del método genético consiste en contextualizar
histéricamente, realizando una reconstruccion de la historia que
haga patente el conocimiento de las preguntas y necesidades
que motivaron en su momento historico la introduccion de un
concepto nuevo, asi como las dificultades intrinsecas inherentes

al alumbramiento de algunos conceptos y a la resoluciéon de

15 Ibid
16 Tbid
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algunos problemas, dificultades, que como sefialaba Kline “se
manifiestan asi mismo de forma rotunda en el aprendizaje de los

mismos conceptos y en la resolucion de los mismos problemas”"’

Courant manifiesta que “los maestros, estudiantes y los amantes
del estudio en general, que quieran comprender realmente las
fuerzas y las formas de las ciencias, han de tener alguna
comprension del estado presente del conocimiento como un

resultado de la evolucién histérica”'®

ALGUNOS PROBLEMAS QUE DIERON ORIGEN AL CALCULO
DIFERENCIAL™

Después de la dificil adopcion del concepto de funcion llega el
calculo que junto a la geometria Euclideana, se constituyen en

pilares de la matematica.

Aunque este fue alguna extension de respuestas a problemas
atacados ya por los griegos, el calculo fue creado principalmente

para tratar los mayores problemas del siglo XVII.

Se necesitaba ante todo poder interrelacionar las aceleraciones,
velocidades y distancias recorridas por cuerpos en movimiento,
de relacionar pendientes de curvas con las razones de cambio,

de hallar valores maximos y/o minimos que podia tomar una

71bid, pag 286
8 1bid, pag 283
19 KLINE Mozrris. Mathematical thought form ancient to modern times. Vol I

Oxford University Prees, 1972, pag 356
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funcion (por ejemplo, las distancias mayor y menor entre un

planeta y el sol)

El calculo es la matematica del movimiento y el cambio. Donde
haya movimiento o crecimiento, donde actuen fuerzas variables
para producir aceleracion, el calculo es el instrumento adecuado.
Esto fue cierto en los principios de este tema y sigue siéndolo en

la actualidad.

El primero de los problemas que dieron pie para la creacion del
calculo diferencial fue: Dada la formula para la distancia de un
cuerpo en funcién del tiempo, hallar la velocidad y la aceleracién

en cualquier instante.

Este problema originado directamente del estudio del
movimiento, y la dificultad presentada fue el de que la velocidad
y la aceleracion variaba de instante en instante. En el calculo de
la velocidad instantanea, por ejemplo, en el caso de la velocidad
promedio, uno no puede dividir la distancia recorrida por el

tiempo de viaje, porque en un instante dado ambos, la distancia
recorrida y el tiempo son cero, y g es indefinido. Sin embargo,

esto fue aclarado por grandes fisicos, los cuales expresaron que
el objeto movil tiene una velocidad en cada instante de su

recorrido.

El segundo tipo de problemas fue hallar la tangente a una curva,
este fue un problema de geometria pura y fue de gran
importancia para aplicaciones cientificas. Como nosotros

conocemos, la Optica, fue una de las mayores ocupaciones
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cientificas del siglo XVII; el disefio de lentes fue de inmediato
interés para Fermat, Descartes, Huygens y Newton. Otro
problema que implica la tangente a una curva se origind en el
estudio del movimiento. La direccion de movimiento de un
cuerpo movil en cualquier punto de su camino es la direccidon de

la tangente al camino.

El tercer problema fue hallar el maximo y/o minimo valor de una
funcion. Cuando una bala es disparada por un canién, la
distancia alcanzada horizontalmente, depende del angulo de
inclinacion del caidn. Un problema practico fue hallar el angulo
gue maximice el alcance. En el siglo XVII, Galileo determin6 que
(en el vacio) el maximo alcance se obtiene para un angulo de tiro
de 45°, el también obtuvo la maxima altura alcanzada por
proyectiles disparados desde varios angulos. El estudio del
movimiento de los planetas también implicd problemas de
maximos y minimos, tales como hallar la mayor y menor distancia

de un planeta al sol.

Los problemas del calculo fueron atacados por lo menos por una

docena de los grandes matematicos del siglo XVII.

Sin embargo todas sus contribuciones fueron coronadas por los

logros de Newton y Leibnitz.

El problema del calculo de la velocidad instantanea a causa del
conocimiento de la distancia recorrida como una funciéon del
tiempo, caso especial del calculo instantaneo de razén de cambio

de una variable con respecto a otra. En cuanto al primer
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problema de razdén de cambio su tratamiento general se debe a

Newton.

Diversos métodos fueron propuestos para hallar la tangente a

una curva.

En su “Traite des indivisible”, el cual data de 1634 (sin embargo
no fue publicada hasta 1693, Giles Persone de Roberval (1602 —
1675) generaliz6 un método que Arquimedes habia usado para
hallar la tangente en cualquier punto de su espiral. Igual que
Arquimedes, Roberval pensdé de una curva como el lugar de un
punto moviéndose bajo la accion de dos velocidades. Asi un
proyectil de cafnon es sometido por una velocidad horizontal y
una velocidad vertical. La resultante de estas dos velocidades,
es la diagonal del rectangulo que forma las velocidades
horizontal y la vertical y la cual Roberval define como la tangente

a la curva.

Torriceli aplico el mismo método de Roberval para obtener
tangentes a curvas cuyas ecuaciones eran de la forma y = x", la
nocion de una tangente como una linea tomando la direccidén de
la velocidad resultante fue mas complicada que la definicion de
los griegos de una linea tocando una curva, este nuevo concepto
aplicado a muchas curvas fallé, porque enlazaba geometria pura
y dinamica, lo cual ya en los trabajos de Galileo habian sido
considerados como esencialmente distintos. De otro lado, esta
nocion de tangente fue censurable por razones matematicas,
porque esta definicion de tangente se basaba en conceptos
fisicos. Por lo tanto otros métodos de hallar tangentes ganaban

aprobacion.
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El método de Fermat, el cual ided en 1629 y es fundado en su
manuscrito Methodus ad Disquirendam maximam et miniman
(Métodos para hallar maximos y minimos) en 1637 (Ver pagina
40)

Para Descartes el problema de hallar una tangente a una curva
fue importante porque este permitié obtener unas propiedades de
la curva, por ejemplo, el angulo de interseccion de dos curvas.
El dice, “Este es el mas util, y el problema mas general, no solo
gque yo conozco, pero todavia aun ese que yo tengo deseo de
conocer en geometria. El dio su método en el segundo libro de
la geometria. Este fue puramente algebraico y no involucraba el

concepto de limite.

De otro lado Isaac Barrow (1630 — 77) también dio un método de
hallar la tangente (Ver pagina 50) Barrow fue un profesor de
matematicas en la Universidad de Cambridge. Versado en griego
y arabe, el fue capaz de traducir algunos trabajos de Euclides, y
mejorar un numero de otras traducciones de los escritos de
Euclides, Apolonio, Arquimedes y Teodosio. Su principal trabajo,
la Lectiones Geometricae (1669), es una de las (grandes

contribuciones al calculo.

El trabajo sobre la tercera clase de problemas, hallando el
maximo y/o minimos de una funcion, se puede decir que fue
iniciado con una observacion por Kepler, en su Stereometria
Doliorum (1615) él demostro que, de todo paralelepipedo exacto
inscrito en una esfera y que tiene base cuadrara, el cubo es el

mayor.
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Fermat en su Methodus ad Disquirendan dio su método de
hallar maximos y minimos de una funcion (ver pagina 40), el
método es esencialmente uno de los que usO para hallar la

tangente a una curva.

Por ultimo, el calculo que utilizamos hoy dia se debe a la
contribucion de multitud de personajes. Sus raices pueden
rastrearse hasta la geometria clasica griega, pero su invencion
es obra sobre todo de los astronomos, matematicos y fisicos del
siglo XVII. Entre ellos se destacaron Rene Descartes (1596 -
1650), Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647), Pierre de Fermat
(1601 — 1665), Jhon Wallis (1616 — 1703), Blaise Pascal (1623 —
1662), Isaac Barrow (1630 - 1677) y James Gregory (1638 -
1675) El trabajo culminé con las grandes creaciones de Newton y
Leibnitz (1646 -1716)

Los esfuerzos de Newton y Leibnitz hicieron que el calculo dejara
de ser un apéndice de la geometria griega para convertirse en
una ciencia independiente capaz de hacer frente a un amplio

abanico de nuevos problemas cientificos.

Newton y Leibnitz formularon los teoremas fundamentales del
calculo y detectaron en los trabajos particulares de sus colegas
los meétodos generales aplicables a todo tipo de funciones.
Muchas de sus formulas operacionales, meétodos de calculo y

simbolos matematicos tienen aun plena vigencia.

“El calculo fue el primer gran logro de la matematica moderna”,
escribié6 John Von Newmann (1903 - 1957), uno de los mas

grandes matematicos de este siglo; “y es dificil sobre estimar su
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importancia. Pienso que define, de manera inequivoca, el
comienzo de la matematica moderna; y el sistema de analisis
matematico que en su desarrollo ldégico, constituye el mayor

avance técnico del pensamiento exacto”?

Lo anterior nos da las bases para presentar el concepto de
derivada por medio de un acercamiento histérico y que el
aprendizaje del estudiante sea significativo debido a que se
presenta una forma de redescubrimiento, tal como se plantea en
los lineamientos curriculares emanados por el MEN en la cual se
propone el uso de la historia en el desarrollo de la matematica
escolar para orientar la comprensidon de ideas en forma

significativa.

2.3 MARCO CONCEPTUAL

Como tenemos necesidad de apoyar y enriquecer la ensefanza
de las matematicas con la implementacion en didacticas en las
cuales el aprendizaje se presente como un proceso de
redescubrimiento, tal como se plantea en los lineamientos
curriculares, ademas destacar la participacion de los educandos
en el proceso de construccidon del conocimiento (como lo
manifiesta Piaget) y la importancia del contexto en que esta se
lleva a cabo, centramos nuestra mirada hacia resultados de
investigaciones hechas en campos como el de la epistemologia,

psicologia y la educacion matematica.

20 World of mathematics, Vol 4 (Nueva York: Simond and Schuster, 1966
“Mathematician” Potr John Von Newmann, pigs 2053 - 2063.
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Con el proposito de llevar a cabo esta propuesta de aula en que
ademas se reconoce la importancia en el desarrollo historico del
concepto de derivada, los talleres a desarrollar en el trabajo de
campo se centran en una exploracion de las ideas que traen los
estudiantes sobre el tema y las actividades que se desarrollan en
ellos tienen el objetivo de que los estudiantes con ayuda del
docente lleguen a conceptualizaciones y formalizacidon que

posibiliten la comprension del concepto de derivada.

De la teoria constructiva de Piaget se tendran en cuenta

aspectos como:

& EI aprendizaje es un proceso constructivo interno

autoestructurante.

<« E| grado de aprendizaje depende del nivel de desarrollo

cognitivo.

& Los conocimientos previos como punto de partida para el

aprendizaje.

& El aprendizaje se produce cuando entra en conflicto lo que el

alumno ya sabe con lo que deberia saber.

De la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel se tienen en

cuenta aspectos como:

& EI aprendizaje debe ser una actividad significativa para la

persona que aprende.
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& La interaccion del conocimiento nuevo y el que ya posee el

alumno.
& El alumno como procesador activo de la informacion.

De acuerdo con las interpretaciones que se pueden hacer de la
derivada, Thurston?' sefald que las muchas maneras diferentes
de entender la derivada, por ejemplo: Como una pequefia tasa
de cambio (infinitesimal), como la derivada de X" es nX"' como
definicion formal, como pendiente de una recta, como velocidad
instantanea, etc., es una lista interminable de todas las posibles

maneras de pensar acerca de la derivada.

Teniendo en cuenta las diferentes maneras de interpretar la
derivada sefialadas por Thurston, a continuaciéon presentaremos
algunas definiciones y meétodos del estudio de la derivada por

distintos autores.

LAS DIFERENCIACIONES DE PIERRE DE FERMAT (1601 -
1665) “METODO PARA HALLAR MAXIMOS Y MINIMOS DE
FUNCIONES”

Para los afos de 1629, Fermat hizo dos importantes
descubrimientos, el mas importante de ellos lo dio a conocer
anos mas tarde en un tratado titulado “‘Methodus ad

disquerendan maximan et minimam” (Método para hallar

2 THURSTON: Tomado de: OLIVEROS, José Rodolfo. Aprendizaje de la derivada
a través del flujo instantineo. Universidad Auténoma Chapingo. CINVESTAV.,
IPN. México “Resumen de Relme 127 1998
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maximos y minimos) Para curvas polinébmicas de la forma
y = f(x), descubrié un método muy ingenioso para hallar los
puntos en los que la funcidon toma un valor maximo o un valor

minimo que se resume de la siguiente manera:

Fermat comparaba el valor de f(x) en un cierto punto “x” con el

valor de f(x+e€) en un punto muy proximo “x+e” donde ‘e

representa el incremento de la variable independiente.

De forma general estos dos valores seran claramente distintos
pero en una <<CUMBRE>> o0 en el fondo de un <<VALLE>> de
una curva <<LISA>> las diferencias seran casi imperceptibles
(Ver Figura 1) por Ilo tanto para hallar los puntos que
corresponden a los valores maximos o minimos de la funcion,
Fermat iguala f(x) a f(x+ <), teniendo en cuenta que estos valores

aunque no son exactamente iguales son <<CASI IGUALES>> y

cuanto mas pequeno sea el incremento “€” entre los dos puntos,
mas cerca estara dicha seudo — igualdad de ser una verdadera
ecuacion, Fermat después de dividir todo por “e” y hacer “e = 07,
el resultado le permite calcular las abcisas de los puntos

maximos y/o minimos de la funcidén polindmica.

y = f(x)
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Figura 1.

Podemos apreciar que el método utilizado por Fermat para hallar
maximos y minimos de funciones polindbmicas, nos permite
conocer los valores de las abcisas en los cuales puede existir un
valor maximo o un valor minimo. Fermat no especifica cual de
estos puntos teniendo como abcisas los valores calculados
anteriormente corresponde al valor maximo y/o minimo, de todo
esto inferimos que para ver en que puntos de la funcidn,
teniendo como abcisas los valores calculados anteriormente,
corresponde a un valor maximo o a un valor minimo, evaluamos
la funcion en puntos cercanos a cada valor de las abcisas y en

consecuencia se pueden presentar los siguientes casos.

1. Si los valores de la funcidén evaluados en estos puntos
cercanos a cada abcisa son menores que el valor de la

funcidn evaluada en la abcisa se tiene un valor maximo.

2. Si los valores de la funcion evaluados en estos puntos
cercanos a cada abcisa son mayores que el valor de la

funcidn evaluada en la abcisa se tiene un valor minimo.

3. Si no se presentan los casos (1) y (2) la funcidon no tiene

valor maximo ni minimo, es constante.

Vemos aqui en esencia el proceso que en matematicas se

conoce como “‘diferenciacién’
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+€) — £
El método de Fermat es equivalente a calcular L[mf(X ©) (X),
e—0 c

e igualar este limite a cero.

Obviamente Fermat no disponia del concepto de limite como hoy
se conoce, pero su método para determinar valores maximos y
minimos sigue wun camino paralelo al que podemos ver
actualmente en los libros de calculo, excepto en el incremento de
la variable independiente que hoy se suele utilizar “h” o “Ax” en

vez de la “e” de Fermat.

Por ejemplo para hallar los valores maximos y/o minimos de la

funcién f(x):;;é+x2—3x+l siguiendo los lineamientos del

método ideado por Fermat seria de la siguiente manera:
a. Incrementamos la funcion asi:

f(x+ €)= l(X+ e +(xte)y -3(xte)+1

(U8

1
:g(x3 +3x¥ e3xe +€)+(X¥ +2xe+€)-3x-3 e+l

leS +X e+xe +; e +xX¥ +2xe+e” 3x-3e+l
b. lgualamos f(x) a f(x+ €)
12(3 +x —3X+l:lx3 + X e+xée +; e +xX¥+2xe+¢e& 3x-3e+1

reduciendo términos semejantes obtenemos:
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1
X € +xe’ +§ e 2xe+e’ 3e=0

c. Dividimos por “€” cada término
[
X e xe 3 2xe € 3e
+ + + +———=0
S S S S S S

que simplificando tenemos que:

X2+X€+;€2 Rx+e-3=0

d. Hacemos € = 0 para obtener

X +2x-3=0 (1)

e. Hallamos los ceros de la ecuacion (1) y estos corresponderan

a las abcisas de los puntos maximos y/o minimos, luego:
X?+2x-3=0 < (x+3) (x-1)=0 < x=-3 vx=1

Donde X4 = -3 y X2 =1 son abcisas en los puntos extremos de la

funcion.

f. Verificamos cual de los ceros de (1) corresponde a abcisas de

puntos extremos.

& Para X4 = -3, evaluamos la funcién para x <-3 muy cercanos,

asi como para x >-3. asi:
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X -3.4 (-3.3 |-3.2 |-3.1 |-3.0 |-2.9 |-2.8 |-25.7|-2.6
f(x) 19.65 |9.88 |9.91 |9.97 |10 9.98 [9.92 |9.83 [9.70

Ahora como los valores de la funcion, evaluados en estos puntos
cercanos a —3, tanto por la izquierda como por la derecha, son
menores que el valor de la funcion en X4 = -3, se tiene un valor
maximo es decir f(-3) es un valor maximo que tiene un valor de

f(-3) = 10, asi el punto P4 (-3, 10) es un punto extremo de la

. 1
funcion A(x =§X3 +X —3x+1.

& Para X; = 1, procedemos de manera analoga, asi:

X 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
f(x) |-0.368 |-0.49|-0.58 |-0.64 |-0.66 |(-0.64 |-0.58 |-0.47 |-0.32

Como los valores de la funcion, evaluados en estos puntos
cercanos a 1, tanto por la izquierda como por la derecha, son
mayores que el valor de X, = 1, se tienen un valor minimo en

f(1), que tiene un valor de f(1) = -2/3, asi el punto P, (1, -2/3) es

. 1
un punto extremo de la funcion f(x):§x3+x2 —3x+1.

“METODO DE FERMAT PARA HALLAR RECTAS TANGENTES A
UNA CURVA”

Para los afios en que Fermat se encontraba desarrollando su
geometria analitica, descubri6 también como aplicar su

procedimiento de los valores proximos de la variable para hallar
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la recta tangente a una curva algebraica de la forma y = f(x)

como sigue:

Consideremos la figura adjunta.

y
&

P.(a.b) (a+e, f(at+e)

Q' Q! “x

Figura 2. y = f(x)

Si P4 es un punto de la curva y =f(x) en el que se desea hallar la
recta tangente, y si las coordenadas de P4 son (a,b), entonces un
punto proximo p’ sobre la curva de coordenadas x = a+te,
y = f(ate), estara tan préximo a la tangente que se puede
considerar situado sobre la recta tangente y a la vez sobre la

curva aproximadamente, por lo tanto si la subtangente en el

punto Py es BQ = c (proyecciéon del segmento de la recta

tangente P>P¢, que es hipotenusa del triangulo rectangulo P>QP4,
sobre el eje x), entonces los triangulos rectangulos P>QPq y
P.Q’'p’ se pueden considerar como semejantes aproximadamente

y de esta semejanza obtenemos la proporcién:
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b _ flate)
c ct e

A partir de la cual, multiplicando en cruz tenemos que:
b (cte) = cf(ate)

Ahora por ser b = f(a) tenemos

f(a) (cte) = cf(ate)

< cf(a) + ef(a) = cf(a+e)

Ahora dividiendo todo por “€” obtenemos

N L pay=C fa+e)
(S (S

o flare)- € fa) = fla)
(S (S

- { fla+€e) B f(a)} - Aa)
€ €

_ 1(a)
- fla+ e) - f(a)
€

(2)

= C

En donde la igualdad (2) haciendo por ultimo € = 0, se puede

calcular facilmente la subtangente “c” que nos determina

univocamente con el punto P4, la tangente buscada.
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Dado que P4(a, f(a)) y P2(n,0) son puntos por donde pasa la recta
tangente y conocidos dos puntos por donde pasa una recta,

podemos hallar su ecuacion.

Nota: “n” es la abcisa del punto donde la recta tangente

intercepta al eje x, ademas n = a-c (Ver Figura 2).

El método de Fermat es equivalente a decir que Lim

e—0

Aa+e)- fla)
€

es la pendiente de la curva en el punto de la abcisa x =a.

Por ejemplo, para hallar la ecuacion de la recta tangente a la
curva f(x)= -4x?+8x+1 en el punto P4(2,1) por el método de

Fermat procedemos asi:

[t}

a. Calculamos el valor de la subtangente “c”, donde

f(a)

c= fa+e) - fa) donde a es la abcisa del punto de tangencia,
S
asi:
o f2) 3 1
- f2+e)- fla) —4(2+ef +8(2+e)+1-1
S S

1 1

- —4(4+d4e+e)+16+8e  —16-16e-4€ +16+8 ¢

S <
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B 1 1 1
—8e—-4¢

e (S

b. Calculamos el valor de la abcisa del punto donde la recta

tangente intercepta al eje “x” donde P»(n,0) es dicho punto.

Sabemos que n = a-c, luego

n=2-[-1)=al U
8 8 8

Asi B(”,Oj
8

c. Hallamos la ecuacion de la recta tangente ya que conocemos

dos puntos P4(2,1) y P(lgoj

Calculamos la pendiente de la recta tangente asi:

Ahora por la forma punto — pendiente tenemos que:
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Y-Yq =m(X-X4) < Y-1=-8(X-2)
o Y-1=-8X+16
oY = -8X+17

donde Y = -8x + 17 es la ecuacidon de la recta tangente en
P1(2,1).

“METODO DE ISAAC BARROW (1630 — 1677) PARA HALLAR
RECTAS TANGENTES A UNA CURVA”

El método que expone Barrow para la determinacion de rectas
tangentes es practicamente idéntico al que se usa hoy dia en
Calculo diferencial, y se parece mucho al de Fermat, pero en él
aparecen dos cantidades, en vez de la unica cantidad
representada por Fermat por la letra “e’, cantidades que
equivalen en términos modernos a “Ax” e “Ay”, Barrow explica su
regla para la determinacion de rectas tangentes de la siguiente

manera:

Consideremos la figura adjunta.

_"<

Y = f(x)
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Figura 3.

Si M es un punto de una curva dada, que en notacidon moderna la
representariamos por una ecuacion polindmica de la forma
f(x,y) = 0y si T es el punto de interseccion de la tangente
buscada MT con el eje x, entonces Barrow considera. <<un arco
infinitamente pequefio MN de la curva>> Las ordenadas
correspondientes a los puntos M y N y el segmento MR paralelo
al eje x, llamemos “m” a la ordenada conocida de M, “t” a la

subtangente buscada TP (proyeccién del segmento TM, que es

1] )

hipotenusa del triangulo rectangulo TPM sobre el eje x) y “a”, “¢e’
a los catetos vertical y horizontal respectivamente del triangulo

rectangulo MRN.

Barrow hace notar que la razén de “a” a “e” es igual a la razén de
‘m” a “t”, tal como lo expresariamos nosotros hoy “la razéon de “a”
a ‘e’ para dos puntos infinitamente préximos es la pendiente de

la curva’

Para hallar esta razon, Barrow procede de manera muy parecida
a como habia hecho Fermat. Sustituye “x” e “y” en la ecuacion
f(x,y) = 0 por “x+e” e “y+a” respectivamente y en la ecuacidn
resultante suprime todos los términos que no contengan “a” y “e”
(ya que la suma de todos ellos es cero por la ecuacion de la
curva), asi como todos los términos de grado mayor que “uno” en
“‘a” o en “e” (por la sencilla razéon de que tanto “a” como “e” son
infinitamente pequefos y cualquier potencia de ellos de grado
mayor o igual a dos es mucho mas “infinitamente infinitamente
pequefio” y estos multiplicados por cualquier término también lo

hacen “infinitamente infinitamente pequefo” por lo que pueden
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despreciarse) por ultimo reemplaza “a” por “m” y “e” por “t”. A
partir de este resultado puede calcularse la subtangente “t” en
términos de “x” y de “m” y si ‘X" y “m” son conocidos la
subtangente “t” queda determinada y como consecuencia la

tangente TM.

‘Analizando mejor el método de Barrow y centrando nuestra
atenciodn particularmente al triangulo rectangulo MRN de la figura
3 nos podemos dar cuenta que la razon “a” a “e” representa la
pendiente de la recta tangente en el punto M, evitandose de esta
manera hallar la subtangente, dado que cuando se conoce la

pendiente y un punto de una recta, podemos hallar su ecuacién
en la forma punto — pendiente, quedando asi determinada la
ecuacidén de la recta tangente en dicho punto, por ejemplo: La
ecuacion de la recta tangente a la curva y2 = x°+2x en el punto
P+ (1,3) se encontraria de la siguiente manera:
Incrementamos “x” e “y” en “x+e” e “y+a” respectivamente asi:

2 _ 3
(y+a)® = (x+e)” + 2(x+e)
que desarrollando obtendriamos
y2 + 2ay + a? = x> + 3x%e + 3xe? + e® + 2x + 2e
Ahora suprimiendo los términos que no contengan “a” y “e” asi

como todos los términos de grado mayor que uno en “a” o en “e”

tenemos:
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2ay = 3x%e + 2e < 2ay = e( 3x? + 2)

a .
y como — representa la pendiente tenemos que
e

a 3xX+2

5 (pendiente en cualquier punto (x,y) de la curva)
e y

Ahora evaluada en P4(1,3) tenemos que:

a_ 3 +2 a_>5

=
2(3) e 6

Luego por la forma punto — pendiente la ecuacion de la recta

tendria por ecuacioén:

y—y =% (x—x), donde Xy =1, Y, =3y -2
e e 6

que reemplazando tenemos:

5 5 5
-3=—(x-)eoy-3="—x——
y ey 56

“METODO DE DIFERENCIACION POR SIR ISAAC NEWTON’
(1642 — 1727)

El método desarrollado por Isaac Newton para la diferenciacion

no se distinguia mucho del que publicd Isaac Barrow en 1670,

1]

solo se necesitaba sustituir la “a” de Barrow por la “qr” de
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Newton y la “e” de Barrow por la “pr” de Newton para tener la

forma inicial que dio Newton al calculo.

Newton considerd a “r’ como un intervalo de tiempo muy pequeno

y a “pr” y “qr” como los incrementos pequeios que experimentan

‘x” e “y” durante dicho intervalo, por lo tanto la razén q/p seria la

razon entre las velocidades instantaneas del cambio de “y” y de

“x” es decir la pendiente de la curva f(x,y) = 0; por ejemplo: La

m

pendiente de la curva y" = x™ resultaria de (y+qr)" = (x+pr)™ y al

desarrollarse ambos miembros por el teorema binomial,

73]

dividiendo por “r’ y despreciando finalmente los términos que

m-l -
n-1

q X

T (1= H mXx .
todavia contengan “r” se tiene que = =-— - 0 bien
p ny

m
n

= e

Para calculos de pendientes de curvas con exponentes
fraccionarios no preocupaban a Newton puesto que su método de
series infinitas le ofrecian un algoritmo wuniversal para

manejarlos.

‘Examinando con cuidado el método ideado por Newton para
hallar la pendiente de una curva f(x,y) = 0, podemos ver que nos
es util para hallar la derivada (pendiente de una curva) definida
de forma implicita, sin necesidad de hacer uso de la regla de la
cadena, contrario a como se hace en los calculos hoy dia para

hallar la derivada de una funcién definida de esta forma”.

Ejemplo: La pendiente en cualquier punto de la curva
x? + y? - 9 = 0 siguiendo los lineamientos del método ideado por

Newton se hallaria de la siguiente manera:
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., ”

Incrementamos “x” e “y” en “x+pr’ e “y+qr” respectivamente para

tener:

(x+pr)? + (y+qr)? =9 =0

que desarrollando y simplificando tendriamos que:
x2 + 2xpr + p?r’ + y2 + 2yqr+ g’r’ =9 =0

< 2xpr + p°r’ + 2yqr + g’r’ =0

(1=

ahora dividiendo por “r” y despreciando los términos que todavia

(1)}

contengan “r’ tendriamos finalmente:

2 2.2 2 2.2
pr+pf+_y(]f+(]f

=0
r r r r

< 2xp +2qy =0
< 2yq = -2xp
o 9 _2x

Py
I A (3) (Pendiente de la curva en cualquier punto (x,y)

by

La ecuacion (3) corresponde en términos modernos el haber
derivado implicitamente. Donde el lector lo puede verificar

haciendo uso de la regla de la cadena.
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“EL CALCULO DIFERENCIAL DE GOTTFRIED WILHELM
LEIBNITZ” (1646 — 1716)

Para los afnos de 1676 Leibnitz llegd a la misma conclusion que
habia llegado Newton varios aios antes, estaba en posesion de
un método de gran importancia por su generalidad,
independientemente del tipo de funciéon, ya fuera racional o
irracional, algebraica o trascendente y siempre se le podian

aplicar sus operaciones de formacion de sumas y diferencias.

Ante este nuevo concepto Leibnitz tuvo la necesidad de
desarrollar un lenguaje y una notacion adecuada para tratar
estos nuevos problemas, ya que Leibnitz tuvo siempre una fina
apreciacion de la importancia que tiene una buena notacion para

ayudar a los procesos de pensamiento.

Las notaciones elegidas en el caso del calculo, eran
especialmente afortunadas, después de varios ensayos, Leibnitz
decidi6o representar por “dx” y “‘dy” las diferencias pequenas

W, ”

posibles o (diferenciales) de las “x” y las de ‘y’ aunque

inicialmente habia usado en su lugar e para indicar la

Q|
S

disminucion del grado.

‘El origen de la notacion diferencial fue un triangulo rectangulo
infinitesimal con catetos “dx” y “dy” y como hipotenusa un
pequeno segmento de la curva f(x), a esto se le llamé el triangulo
caracteristico. Leibnitz se referia a su calculo como <<mi

meétodo del triangulo caracteristico>>.
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La clave de este descubrimiento fue ver que si “dx” y “dy” son
suficientemente pequefios el segmento de la curva y = f(x) y el
segmento de la recta que une los puntos (x,y) con (x+dx, y+dy)

son virtualmente indistinguibles”

Veamoslo en la Figura 4.

—e ¥ = f(x)

P'(x+dx, y+dy)

& - X

Figura ¢ 4

La dete b | - punto de
ésta, exigia el uso de “Calculus differentialis” de cuyo nombre
latino proviene nuestra denominacién en espafiol <<Caélculo

diferencial>>.

La primera exposicion de Calculo diferencial que hizo Leibnitz
fue en el aifo de 1684, bajo el largo pero significativo titulo de
‘NOVA METHODUS PRO MAXIMIS ER MINIMIS, ITEMQUE
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TANGETIBUS, QUANEC FRACTAS NEC |IRRATIONALES
QUANTITATES MORATUR” (“Un nuevo método para maximos y
minimos y también para tangentes que no se ve obstruido por las

cantidades fraccionarias ni por las irracionales”)

Aqui presenta Leibnitz las formulas d(xy) = xdy+ydx,

{XJ:M asi como las de dx" = nx"'dx, para productos,
y Y
cocientes y potencias (o raices) junto con sus aplicaciones

geomeétricas.

Las citadas formulas se obtienen despreciando los infinitésimos
de orden superior. Por ejemplo: Si las diferencias minimas de
‘x” e “y” son respectivamente “dx” y “dy” entonces d(xy) es decir
la diferencia minima de xy es (x+dx) (y+dy) — xy que desarrollado
y simplificado tenemos que (x+dx) (y+dy) — xy = xy + xdy + ydx +
dxdy — xy y como tanto “dx” como “dy” son infinitamente
pequenos el término “dxdy” es <<infinitamente infinitamente
pequeno>> y puede despreciarse, con lo que el resultado sera
d(xy) = xdy + ydx.

Para el caso de la diferencia minima de ; podemos hacerlo de

la siguiente manera:

Consideremos u=" de aqui se infiere que uy = xy du = d(XJ
Y Y

Ahora como uy = x, entonces d(uy) = dx y por la diferencia

minima del producto tenemos que:
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d(uy) = udy + ydu, para obtener

X

udy + ydu = dx y como u=" y d(
y

J = du, tenemos
y

XCy+ yzc/(xj
Xc'y+yc{XJ S G ©

Y Y Y

& xay+ yzc/(XJ = ydx & yzc/(XJ = ydx— xdy < U{XJ = M
y Yy Yy ¥

Asi C{XJ_ya’X—Xa’y
y v

También hubiésemos podido proceder de forma analoga como en

el producto, es decir, la diferencia minima de fes (x+ dx) -

X
y (ytdy) y

que desarrollando llegamos a que

(x+dx) x _ xy+ ydx—xy—xdy _ ydx—xdy 4
(y+d) ¥y Y + ydy Y + ydy

Ahora el denominador de la fraccién (4) es la suma de y? + ydy,
pero vemos que el sumando “ydy” puede ser omitido, dado que
es infinitamente pequefio en comparacién con y? y como
consecuencia se puede despreciar finalmente la diferencia

minima de = |la podemos escribir como U{XJ:W’X_XGX

y v Y
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La diferencia minima de x" la demostramos de igual forma asi:

La diferencia minima de x" es (x+dx)" — x" que desarrollando por

el teorema binomial tenemos que:

n

(x+dx)"—x" = Z(ij”f ax*t — x

K=0

7 x"dx) + a x1dxt + a x2dx +.. + a X dx1 + a X0 dxt — x7
0 1 2 n—1 n

n(n-1)

= x"+nx"dx+ xXrdx® +.. 4+ nxdx™ + dx? — x”

n
= nx"dx+ x2dx2 +... + nxdx! + dx”

(7-1)
2

Nos podemos dar cuenta que cada término, excepto el primero
tiene un factor “dx” cuyo exponente es mayor o igual a dos y
como “dx” es infinitamente pequeno el término (dx)", para “n”
mayor o igual a dos es <<infinitamente infinitamente pequeio>>,
por lo que pueden despreciarse, luego el resultado sera:

dx" = nx"'dx.

La formula que nos da la derivada n-ésima de un producto (en

lenguaje actual) es decir:

(uv)" = U v@ + aumOy e ey Dy @Oy tiene un

desarrollo analogo al de la potencia de un binomio (u+v)", donde
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los exponentes con paréntesis en el desarrollo anterior indican
ordenes de diferenciacion y no de potencias recibe el nombre de
‘Formula de Leibnitz” que a continuacion demostraremos por

induccion, es decir, demostraremos que:
(uv)" = d"(uv) = Z(”j(dpu)(dﬂpv), Vo neZ*

p=0 p
Veamos que si: [(p() A p(k) = p(k+1)]|= Vn, p(n)

(1) p): d'(uv)= Z[lpj(dpuxaﬂm

- @(dm)(dlm@(dl u)(d')

=(d"u)(d'V)+(d'u)(d"v)
= udv + vdu

(2) Veamos que p(k) = p(k+1), Vi, k21

Supongamos que p(k) es verdadera esto es:

& () = Z(’;j(dpu)(dkm )
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k+1

Por ver d"Y(uv) = Z(k;_lj(dpu)(dkﬂpv)

p=0

Derivando ambos lados (5) tenemos que:

d(d* (uv)) = Z[’;j(dpu)(d“@]

- g’i:(([)(j(a") u)(d*v) + (ll‘j(dlu)(d“ v+ (lz(j(a” u)(dv) + (fj(a’iU)(d“ Nt +

+ (k—[;j( du)(d*v) + (kfzj(dkzu)(a’? V) + (l{ flj(dklu)(anv) " (l[j(dk u)(d" V)}

= (([)(j a’[( d’ u)( a’kv)] + (1[(} a’[( ek u)(dk—l V)] + (é(jd[( d> u)(dk—z V)] + (?l,(jd[( & u)(dk% V)]+ 4

+ [[([_(:Jd[(dk_} u)(d’ V)]+ (kl_( 2Jd[(dk_z u)(d® V)] + [[([i Jd[(dk_lu)(d1 V)]+ [lljd[( d*u)(d’ V)]

) @(do wdT [([)(J(d]")(dkv) ' @(d u)(d ) + @( L u)(d )+ [[;J(dzu)(d“ 9
" ﬂ(dsl’)(dk_z e @(d () [ k[f3J(dk—2u)(d* M+ [ X zJ(dk‘zu)(d‘ 9
(k[i ZJ(dk-l u)(d* v+ [k[—(J( du)(d W) + (k[i IJ(dku)(dl )

+ [ ,fj(dku)(dl 0+ [ ,’jj(dk“ uld’y)
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_ (" : lj(aﬂu)(afk+1 D+ K(’)‘j ¥ G‘H(a'u)(dm ¥ Kﬂ ¥ @H(dzu)(d“ 9
_(§j+(§ﬂ(a’5u)(dkzv)+... +K A 3j+( . _l‘zﬂ(d“u)(aﬂ@

* ( ,: zj + ( ,(_klﬂ(d“U)(dzﬂ + K kflj + ( lfﬂ(dku)(a”v) + ( f:llj(a’k”u)(a’o )

+

- [" ;lijm + [" . 1j(aﬂu><dm . [" glj(cﬂu)(d“ 0+ [" gljw*u)(d“ Dtk

+(it;j(dk—2u)(div)+(itllj(dk_1u)(dzv)+([(k+1j(dku)(dV)_,’_(iiij(dkﬂu)(d)v)

k+1 k+1
= Z(lﬁ_ 1j(ar’pur)(a”‘”PV), es decir d*(uv) = Z(k+lj(dpu)(dk+lpv)
o\ P PN

Asi d"(uv) = Z(;j(dpu)(a’”fjv), Vn, nel",
=0

Por ejemplo: Sea f(x) = (4x>-3x*+x)e?*, Hallar f3(x)
Solucidn
Consideremos u = 4x>-3x*+x y v = e

Segun la formula de Leibnitz tenemos que:
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3

£ = () = Z@(dﬂu)(d“v)

= @j(a’?u)(a”v) + Gj(a"u)(ar’2 V) + Gj(dzu)(an V) +@j(a”u)(a’av)

=[d*(4x —32 + )@ ()] +3[d' (4% -3 + 1] (e2¥)]
+3[ad*(4x =35 + )] d'(e¥)]+ [ (4x =35 + x)[a°(e>)]

= [4x° -3 + x[8e2*]+3[20x* =922 +1]4e>]
+3[80x° —18x]2e2* ]+ [240x> —18]¢*]

=8[4x —3x° + x]e** +12[20 %' — 92 +1]e?* +6[804° —18x]e? + 24052 —18]e**
que desarrollando y simplificando tenemos que:

f3(x) = (32x°+240x*+456x>+132x%-100x-6)e?*
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CAPITULO 3
MARCO METODOLOGICO

3.1 TIPO DE INVESTIGACION

Esta propuesta se fundamenta en un estudio cualitativo de tipo
descriptivo ya que pretende describir avances y/o dificultades de
los estudiantes en la comprension del concepto de derivada que
desarrollan los estudiantes a través de un acercamiento historico
del concepto por algunos elementos formulados por autores
como Fermat, Barrow, Newton y Leibnitz los cual esta enmarcada
en dos momentos, un primer momento que tiene por objeto la
socializacion de los métodos a estudiantes formulados por los
autores consultados, y un segundo momento donde se aplica una
pruebas que contienen interrogantes acerca de los métodos
socializados, cuyo objetivo es conocer las apreciaciones que los

alumnos tienen de estos.

3.2 POBLACION Y MUESTRA

Las pruebas disefladas para el trabajo de campo de esta
propuesta fue aplicada a 18 estudiantes de la asignatura Historia
de las Matematicas impartida en el séptimo semestre del
programa Licenciatura en Matematicas, de la Universidad de
Sucre, en la jornada vespertina del segundo periodo del afo
20083.
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3.3 RECURSOS

3.3.1 Recursos didacticos.

La comprension del concepto de derivada en los estudiantes se
determina por el conocimiento que demuestran tener y usar para
la solucion de algunos problemas o ejercicios que involucran
conceptos tales como: Pendiente de una curva en un punto
cualesquiera de esta, ecuacion de rectas tangentes, valores
maximos y/o minimo de una funcion, asi como derivadas de

orden superior para un producto de funciones.

Con el propésito de desarrollar tal comprensién nos apoyamos

en:

& Qrientaciones pedagogicas dirigida a la poblacion en estudio,
por parte del grupo de trabajo respecto a los cuatro autores
en estudio y su respectivo tratamiento que hacen del

concepto de derivada.

& Un cuestionario N° 1, donde se estudian las aplicaciones de

los métodos expuestos, desarrollados por Fermat y Barrow.

< Un cuestionario N° 2, donde se estudian las aplicaciones de

los métodos expuestos, desarrollados por Newton y Leibnitz.

& §Se cuenta con material bibliografico especializado en los
temas a tratar especialmente los libros de historia de las

matematicas de Carl Boyery ...
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3.3.2 Recursos humanos e institucionales.

Para el desarrollo de esta propuesta se contd con la
participacion activa de 18 estudiantes de la asignatura Historia
de las Matematicas del segundo periodo del ano 2003 del
programa Licenciatura en Matematicas, de la Universidad de
Sucre, ademas con la colaboracion del docente titular de la
asignatura antes mencionada, quien nos cedid0 espacios dentro
de su intensidad horaria para llevar a cabo las orientaciones

pedagogicas y aplicar los cuestionarios disefiados.

3.4 DESCRIPCION DEL PROCESO METODOLOGICO

Con el propésito de lograr los objetivos propuestos en nuestro

trabajo, se plante6 desarrollar las siguientes etapas:

Etapa 1

& Se llevo a cabo una revision bibliografica para estudiar y
comprender los métodos desarrollados por los autores

mencionados anteriormente.

& Qrientaciones pedagdgicas a los estudiantes de VIlI semestre
del programa de Licenciatura en Matematicas realizadas por
el grupo de trabajo, donde se socializan algunos elementos
formulados por Fermat y Barrow tales como meétodos para
hallar rectas tangentes a una curva en un punto de esta y
valores maximos y/o minimos de una funcion, los cuales se

desarrollan en 2 horas.
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Diseno del Cuestionario N° 1, donde se presentan actividades
para verificar las aplicaciones de los métodos expuestos en
las orientaciones pedagodgicas desarrolladas por Fermat y
Barrow a través de interrogantes donde el alumno tenga la
oportunidad de establecer ventajas y desventajas de estos
con los métodos actuales en lo que respecta a los métodos
para hallar rectas tangentes a curvas y valores maximos y/o

minimos de funciones.

Aplicacién del Cuestionario N° 1, en el segundo periodo del
ano 2003, a los 18 estudiantes seleccionados, el cual fue

resuelto en un lapso de tiempo de 100 minutos.

Etapa 2

&

Orientaciones pedagogicas a los estudiantes de séptimo
semestre del programa de Licenciatura en Matematicas
realizadas por el grupo de trabajo donde se socializan
algunos elementos formulados por Newton y Leibnitz tales
como meétodo para hallar pendientes de rectas tangentes a
una curva en un punto cualesquiera de esta y método para el
calculo de derivadas de orden superior de un producto de

funciones, las cuales se desarrollan en dos horas.

Disefo del Cuestionario N°2, donde se presentan actividades
para verificar las aplicaciones de los métodos expuestos en
las orientaciones pedagogicas, desarrolladas por Newton vy
Leibnitz, a través de interrogantes para que de igual forma
los estudiantes enuncien los pro y los contra de estos

meétodos con respecto a los que se estudian hoy dia.
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& Aplicacion del Cuestionario N°2, en el segundo periodo del
ano 2003, a los 18 estudiantes seleccionados el cual fue

resuelto en un lapso de tiempo de 100 minutos.

& Analisis e interpretacion de los resultados obtenidos en los

Cuestionarios N° 1y N° 2.

3.5 FUENTES DE INFORMACION

Las técnicas con las que se cuenta para la recoleccion de la

informacidén son:

& Los resultados dados por los estudiantes en el desarrollo de

los cuestionarios.

& (QObservacién directa en el aula.

& La comunicacion y relacidon establecida entre el grupo de

trabajo y los alumnos.
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CAPITULO 4

4.1 ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

A continuacion se hace una breve descripcion de la experiencia
en el aula con los estudiantes de Historia de las matematicas del
séptimo semestre de Licenciatura en Matematicas de la
Universidad de Sucre a partir de las orientaciones pedagoégicas
y los cuestionarios 1 y 2 que hacen parte del trabajo de campo
‘Un acercamiento histérico a la formacién del concepto de

derivada’.

4.2 EXPERIENCIA DE LAS ORIENTACIONES PEDAGOGICAS

De las orientaciones pedagogicas hicieron parte las
socializaciones hechas, por parte del grupo de trabajo, de los
cuatro autores: Fermat, Barrow, Newton y Leibnitz, las cuales se

realizaron en dos sesiones, de dos horas cada sesion.

En estas orientaciones, el hecho de trabajar con historia fue
fundamental pues los estudiantes se mostraron muy motivados
con el tema, aun mas por estar ellos cursando la asignatura

Historia de las matematicas.

Inicialmente se les dijo que el trabajo que ibamos a desarrollar
trataba de los métodos de cuatro autores para hallar rectas

tangentes a una curva en un punto dado, valores maximos y/o
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minimos de una funcidn y calculo de derivadas de orden superior

para un producto de funciones.

Algunos estudiantes tuvieron expresiones como:

“Yo solo conozco los métodos actuales”

‘Interesante conocer otros métodos para hacer estos ejercicios”

Después se procedidé a socializar los métodos desarrollados por
los cuatro autores, iniciando con Fermat (Método para hallar
rectas tangentes y valores maximos y/o minimos de una funcion)

Interactuando hacia la comprension de dichos métodos.

En el caso del método para hallar valores maximos y/o minimos
de una funcion polinébmica los estudiantes se mostraron atentos y
a medida que se les fue socializando el método y los pasos que
seguia Fermat para hallar las abcisas de los puntos donde podia
existir un valor maximo y/o minimo de una funcion polinédmica,
los estudiantes se mostraron un poco escépticos dado que no
existia una suficiente argumentacion légica del porqué de los
distintos pasos que seguia Fermat, pero al resolver ejercicios de
valores maximos y/o minimos de una funcion por el método de
Fermat y por el método estudiado en Calculo Diferencial
actualmente llegaban a la misma solucion, expresando que el
meétodo resultaba efectivo y sefialando que no se necesita
conocer la teoria de Limites y Derivadas de funcion para el
estudio de dicho concepto, afirmando que el método se puede

ver como un tratamiento intuitivo del concepto de derivada.
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Con respecto al método de Fermat para hallar rectas tangentes a
una curva en un punto de esta, a los estudiantes les llamo la

atencidon cuando se les presentd el valor de la subtangente

Ra)

c= : _
fla+e)— Aa) - muchos relacionaron el denominador de |la

S

- _ . f(at+e)- f(a)
fraccién anterior con el valor de LII(1)1 a lo cual
eE—> e

ellos expresan que Fermat estaba muy cerca de la idea de limite
de una funcidén estudiada hoy dia, obviamente Fermat no

disponia de este concepto.

En cuanto a los métodos de Barrow y Newton para hallar rectas
tangentes a una curva los estudiantes se mostraron expectativos
por los pasos que se seguian, inquietandoles el hecho de que los
dos meétodos eran muy parecidos en el sentido de que
despreciaban los términos que contenian incrementos con

exponentes mayores o iguales a dos.

A los estudiantes se les preguntd el porqué creian ellos se
despreciaban dichos términos, a Ilo que algunos dieron

respuestas como esta:

‘Eso debe ser porque el incremento es pequefo cualquier
potencia de ellos con exponente mayor que la unidad lo hace

cada vez mas pequeno, tanto que se desprecia”

Al momento de abordar el estudio del método de Leibnitz y
particularmente en lo que respecta al calculo de derivada de

orden superior de un producto de funciones utilizando su regla,
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los alumnos expresaron que ellos solo conocian el método de
derivacion sucesiva y que este les parece muy tedioso y
complicado, en cambio la regla de Leibnitz les proporciona una

técnica eficaz y menos propensa a equivocaciones.

Muchos estudiantes resumen el método de Leibnitz para calcular
derivadas de orden superior de un producto de dos funciones

diciendo:

“Se hallan las derivada de las funciones por separadas hasta el
orden de la derivada que se quiere hallar y luego se reemplaza
en la formula general descubierta por Leibnitz para luego
desarrollar los numeros combinatorios y simplificar la expresion

resultante”

Se pudo apreciar de manera satisfactoria que los estudiantes al
final comprendieron los meétodos y esto se evidencia en el
desarrollo de los cuestionarios, en donde la mayoria de los
estudiantes respondieron positivamente en la solucion de los
ejercicios planteados. Desarrolladas las orientaciones
pedagogicas por parte del grupo de trabajo se procedi¢ a aplicar
el Cuestionario N° 1, con el fin de que los estudiantes
expresaran su opinion acerca de qué ventajas o desventajas

presentan estos métodos con respecto al usado hoy dia.

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias de las
respuestas dadas por parte de Ilos estudiantes a los

interrogantes del Cuestionario N° 1.
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Teniendo en cuenta los resultados en la tabla anterior se puede
observar que la mayoria de los estudiantes manejan de manera
correcta los métodos de derivacion formal que se estudian
actualmente, sin embargo los estudiantes ven otra opcidn de
solucion a los ejercicios planteados en los métodos estudiados

desarrollados por Fermat y Barrow.

En particular algo que nos Illamoé la atencion se presentd en el
ejercicio 3 del Cuestionario N° 1, en donde a los alumnos se les
pidié resolver el ejercicio por el método de Fermat, sin embargo,
los estudiantes después de resolverlos por el método de Fermat,

también los resolvieron por el método utilizado hoy dia.

Cuando se les preguntd el porqué de la solucion por el método
formal muchos respondieron que lo hacian para corroborar la
respuesta, lo que evidencia que los estudiantes se identifican
con el método actual, no obstante, algunos expresan que el
hecho de que con los dos métodos la respuesta sea la misma,
justifica que el método de Fermat para hallar valores maximos

y/o minimos sea visto como otra opcion de solucion.

Algo en lo que insistieron los estudiantes fue en el tratamiento
que se le dio al concepto a través de estos métodos y resaltaron
que de esta manera a los alumnos se les hara mas facil el
tratamiento formal, puesto que ya el estudiante tendran unas
bases fundamentales para cuando se les presente el concepto de
derivada actual, de otro lado, muchos afirmaron que seria de
gran utilidad esta parte intuitiva, ya que no estariamos tan
cerrados al concepto que conocemos Yy tendriamos otras

opciones validas para el tratamiento de estos temas.
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Los estudiantes expresan de manera general que los métodos
estudiados presentan ventajas en lo que respecta a su estudio en
cursos donde no se ha estudiado la teoria del limite de
funciones, concepto base para el estudio formal del concepto de

derivada.

También encontramos que los estudiantes coinciden en que los
procedimientos de los meétodos desarrollados por Fermat vy
Barrow son mucho mas largos, no obstante algunos manifiestan
que estos muestran de manera coherente los pasos que se
realizaron para llegar a la formalizacion de los conceptos

manejados hoy dia sobre la derivada de una funcion.

En lo que respecta al Cuestionario N° 2, los estudiantes se
mostraron motivados ya que para ellos fue muy importante
conocer otros meétodos para hallar la pendiente de una recta
tangente a una curva y el calcular la derivada de orden superior

de un producto de dos funciones.

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias de las
respuestas dadas por parte de los estudiantes a los interrogante

del Cuestionario N° 2.
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Teniendo en cuenta los resultados de la tabla anterior vemos que
los estudiantes aplican de manera correcta el método de
derivacion formal a los ejercicios planteados, ademas los
estudiantes ven en el método de Newton otra forma de resolver

los ejercicios propuestos sobre rectas tangentes.

En cuanto al método de Newton, expresan que lo unico limitado
del método es lo largo de sus procedimientos y su restriccion a
funciones polinémicas, no obstante permite que el estudiante
trabaje de manera coherente sin brincar bruscamente de un paso
a otro, y de esta manera tener una nocién intuitiva de como se

fue perfeccionando el concepto de derivada.

Los estudiantes opinan que el método se puede implementar en
cursos donde los conceptos de limite y derivada no se han
tratado de manera formal permitiendo avanzar en tal estudio mas

adelante.

Por otra parte, los estudiantes afirman que el método de Leibnitz
es menos complicado y mas practico que el método de derivacidn
sucesiva, pues este es mas largo y tiende a confundir,
insistiendo que cuando el orden de la derivada es cada vez
mayor el método de Leibnitz es mas eficaz, facilitando el trabajo

y mostrando una nueva manera de tratar estos ejercicios.

Al momento de abordar las orientaciones pedagodgicas vy
posteriormente el desarrollo de los cuestionarios, se encontraron
aspectos positivos que hicieron posible un feliz termino de estas

actividades, tales como:
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& La predisposicion que mostraron los alumnos, la motivacion
constante que reflejaron en el aula, en especial el trabajo con

temas de historia de las matematicas.

& Las intervenciones hechas por el profesor titular de |la
asignatura en momentos en que lo creia conveniente
respecto a los infinitesimales incrementos pequernos, aspecto
que tendié a mejorar la comprension del concepto mismo, a
través de los elementos tratados en los cuatro meétodos

socializados.

& EI interés que mostraron los estudiantes hacia los temas,

formulando preguntas y buscando posibles respuestas.

Una pregunta muy interesante que formula un alumno con

respecto al estudio del método de Leibnitz.

Fue: “Si era posible hallar por ejemplo la derivada quinta de la
funcién f(x) = Ln x Cos x e*, es decir f(x) expresada como el
productos de tres funciones utilizando la formula de Leibnitz,

proponiendo escribiru = Ln x Cos x y v = e* donde el calculo se

reduce a que ds(LnxCosxeX):Z(

K=0

Zj[a’"(ln xCos ¥ *e], que
desarrollando el miembro derecho se tendria que volver a utilizar
la formula de Leibnitz, para el calculo de la derivada del término

d*(Ln xCos x) para k = 1, 2, 3, 4, 5 concluyendo de esta manera
que la formula de Leibnitz es util para el calculo de la derivada n-

esima de una funcidon definida como producto de un numero finito

de funciones.
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Por ultimo a medida que se realizaron las orientaciones
pedagogica y se aplicaron los cuestionarios se fue logrando una
conceptualizacidn mas comprensiva del concepto de derivada, a
través de un acercamiento histérico realizado por lo socializado y
reflexionado de cuatro autores estudiados, posibilitando de esta
manera al estudiante un aprendizaje significativo y la
oportunidad de hacer una pequefia construccion del
conocimiento, aspectos fundamentales resaltados en Ilos

lineamientos curriculares.
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CONCLUSIONES

A través del desarrollo de esta propuesta, tendiente a posibilitar
la comprension del concepto de derivada a través de un
acercamiento histéorico, podemos destacar los siguientes

aspectos como fruto de la reflexion adelantada:

& EI tratamiento del concepto de derivada a través de un
acercamiento histérico se proyecta como una estrategia
didactica, ya que los alumnos se mostraron motivados por el
estudio de los conceptos involucrados sobre la derivada y sus
aplicaciones presentada de una manera diferente, por el
fuerte tratamiento intuitivo del concepto de derivada que
presentan los cuatro meétodos estudiados, permitiendoles
conocer un poco sobre las causas o problemas que hicieron

posible la aparicidn de los conceptos tratados.

& (Con el estudio de la historia del concepto de derivada el
alumno tiene la capacidad de argumentar sobre los avances
logrados por parte de ciertos autores para la formalizacion de

dicho concepto.

& A través del estudio de la historia del concepto de derivada
se puede posibilitar una mayor participacion e interaccion de
los estudiantes en el proceso de construccion del

conocimiento sobre este.

& EIl uso de la historia de las matematicas, como estrategia

didactica es un complemento importante del trabajo de aula,
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que permite mostrar al alumno los tropiezos por los que
pasan los conceptos en la matematica y al docente, permite
comprender los procesos por los que atraviesa la formacion
de un concepto para de manera comprensiva plantear
alternativas didacticas que tiendan a mejorar los procesos de
ensefanza y aprendizaje de los conceptos matematicos
tratados en la matematica escolar y en particular del estudio

del concepto de derivada.

Con el estudio de la historia de las matematicas el alumno
participaria de un aprendizaje significativo, de una u otra
forma le permitiria redescubrir los conocimientos que la

ensefanza tradicional les proporciona ya elaborados.
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RECOMENDACIONES

Atendiendo a los resultados obtenidos, el grupo de trabajo
considera pertinente las siguientes recomendaciones al momento
de disefiar actividades tendientes a posibilitar la comprensidén de
los conceptos matematicos a través del uso de la historia de las

matematicas:

& Los docentes de matematicas que desarrollen la asignatura
Calculo diferencial y particularmente cuando desarrollen lo
referente a derivadas implemente en su metodologia
aspectos relevantes de la historia en cuanto a los conceptos
a tratar, con el propésito de que dichos conceptos interesen
al  estudiante, generando importantes consecuencias
didacticas, como enriquecer la practica de la ensefianza
logrando asi una mejor comprension de los mismos,
inicialmente con su fuerte tratamiento intuitivo vy
posteriormente a través de su manejo técnico — formal hoy
dia.

& Para una mayor comprensiéon de un concepto matematico
consideramos la posibilidad de dedicar mayor tiempo a la
génesis de los conceptos para que los alumnos tengan un
mayor acercamiento comprensivo de la formacion de los
conceptos, evitando en cierta forma que el alumno no este
cefiido a la ensefanza tradicional que proporciona Ilos

conceptos de una forma acabada.
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& Que los docentes se concientizen verdaderamente del papel
fundamental que juega la historia en la comprensidn

significativa de los conceptos matematicos.
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