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INTRODUCCION

El objeto del presente trabajo es hacer una presentacion de algunas
distribuciones o funciones generalizadas, que fueron descubiertas por el
matematico L. Schwartz en los afios cuarenta del siglo pasado. En la
actualidad, la teoria de las funciones generalizadas se ha extendido
ampliamente. Existen varias aplicaciones de las funciones generalizadas y se
basan, en general, en el hecho que estas funciones pueden ser expresadas
como sucesiones de funciones ordinarias, las cuales convergen de alguna

manera en un intervalo finito.

El trabajo se ha dividido en cuatro capitulos, en el primero, se estudia alguna
terminologia preliminar, las funciones de Heaviside, las funciones de prueba y
la funcién Delta de Dirac, lo mismo que las sucesiones Delta con sus

propiedades.

El segundo capitulo contiene los funcionales lineales y la teoria de las

distribuciones, definiendo algunas operaciones como adicion, producto, la
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traslacion lineal de variables y el producto de una distribucion por una

funcion.

En el tercer capitulo se estudia la diferenciacion de las distribuciones,

mostrando a partir de su definicion que toda distribucion es diferenciable.

En el cuarto capitulo, se presenta el concepto de primitiva de una distribucion,
concluyendo que toda distribucion tiene una primitiva, es decir, que es

mtegrable en R.

Se considera, que el presente trabajo esta dirigido a las personas que han
abordado los conceptos preliminares del analisis matematico y de la topologia
general, tales como sucesiones de funciones, convergencia de sucesiones de
funciones, compacidad, conexidad, continuidad, integrabilidad segun

Riemann y derivabilidad.
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1. LA FUNCION DELTA DE DIRAC Y SUCESIONES DELTA

1.1 TERMINOLOGIA PRELIMINAR.

Una n-upla K de enteros no negativos, K = (ky, ko, ..., k,) se llamara un
multi-indice de dimension n; por el orden de k, denotado por |k | , S€

designa k; +k, + ... + ky; ypor K!=k;'k!.. ky!.

Si X e R", entonces X* = X" X;7... X, .

Sise toma D, =i, j=1,2, ..., n, entonces
o0X

)

& 6‘[(‘ aIQ+K2+...+Kﬂ N .
D¥ = _ = = DS D D
oxX“ox® ox%  oxfoxt.ox%t 7

Para el caso unidimensional D™ se reduce a d/dx.
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Ademas, si alguna componente de K es cero, la diferenciacion con respecto a
. . . . 3
la correspondiente variable se omite; por ejemplo, en R’ con K= (3,0, 4),

. D’
setiene D*=————=D'D;.
0X0X; :

Por funciones CN(A) se define a las funciones que son diferenciables K
veces, de tal forma que cada derivada es continua; y por funciones de clase

C”(A las funciones que son infinitamente diferenciables con cada derivada

continua, A < R".

1.1.1 Operador Diferenciable.

Un operador diferenciable L de orden P, es definido como Z= ) a,(xD*,
ki

donde las ax(x) son funciones dadas y la suma toma todos los multi-indices

K de orden n. Por ejemplo, cuando n = 1, se tiene el operador diferencial

4 p-1

5 ta, (N——+. +a,(x.

ordinario L=a (0=
T T p
ax ax

Como un segundo ejemplo, el operador diferencial de segundo orden parcial

2
en R”, es:
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62 2
L=a —+a  —
2,0()") 6)(12 (X ox 0%,

1

0 0 0
+a,, (X)% +a, (X)a_X1 +a,,; (X)g +a,,(x)

1.1.2 Funcion Localmente Integrable.

Una funcion f es localmente integrable en R" si I | f(x)|dx existe, para cada
R
region acotada R, en R", y I | f(x)|dx denota la integral del valor absoluto de f
R

en la region R.  Una funcion f es localmente integrable en una superficie S,

de R", si I | f(x)|dS existe, para cada region acotada S de R™  Ademas,

S

toda funcion continua es localmente integrable.
1.1.3 Soporte de una Funcion.

El concepto de soporte de una funcidon es importante en la teoria de
distribuciones y es definido asi: El soporte de una funcion f, denotado por
sop f, es la clausura del conjunto de todos los puntos x, tales que f(x) =0.
Por ejemplo, para la funcion f(x) =Sen x, x e R, el soporte de f(x) es toda

recta real, aunque exactamente en x =nz, f(x)=Senx se anula.



Si el Sop f es acotado, entonces se dice que f tiene soporte compacto.

ejemplo, el soporte de la funcidon

0, s/ —oo<x<-1

x+1, s -1<x<0
fx) = .

x—1, s 0L x<1

0 s/ 1< x<oo

es compacto, ya que (~11)=[-1]

1.1.4 Integral de Lebesgue.

15

Por

La integral de Lebesgue se consigue sobre conjuntos que no siempre son

mtervalos, por tal razon, se debe entender previamente el concepto de medida

de un conjunto.

La medida de un conjunto es una generalizacion de la longitud de intervalos.

Sean Aj, A,, ... conjuntos disyuntos, entonces su medida se escribe

U(UAK):ZU(AK), donde m(A) denota la “medida de A” y es su
K= K=l

longitud.

Si A esun conjunto en R, mA4) y m(A denotan la medida exterior y

medida interior de A, respectivamente.
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Sea [a, b] =1y, Ac I, entonces m(A)+m(A)=ml)=b—-a; dos conjuntos

que cumplen esta relacion se denominan “conjuntos L o “medibles”.

Para entender m(A), se toma T = {I;, I, ..., I, ..} una coleccion de

intervalos que recubre A, o lo que es lo mismo, Ac| ]/, .,y la longitud del

recubrimiento de T, I7)= ZZU x), entonces el extremo inferior de L(T)

K=l
para todos los recubrimientos por intervalos abiertos, se denomina medida

exterior de A a la expresion:

mA= inf UD= inf DUL). siendo aclJr,.

para i1odo T para 1odo {[K} K=l
Por otro lado, n( A) = m(I,)— m( A°).

Sea [a, b] =1,, Ac1,, entonces los conjuntos L tienen las siguientes

propiedades:
1. La recta real es un conjunto L.
2. Si A esconjunto L, entonces A° es conjunto L.

3. S1 A y B son conjuntos L, entonces AuB y An B son conjuntos

L.



17

4. S1 Aj, A, ... son conjuntos L, disjuntos, entonces UA,:A es un

0

conjunto L y m(A=> mA).

=1

5. 8i Ay, Ay, ... sonconjuntos L entonces | J4 = A esun conjunto L.

6. Un conjunto abierto o cerrado es conjunto L.
7. Cada una de las propiedades siguientes es una condicidn necesaria y
suficiente para que S sea un conjunto L:
a) Dado £ >0, existen A (abierto) y F (cerrado) tales que
FcScA mA-F)<e.
b) Dado ¢ >0, existeuncerrado F talque Fc S, mS-F)<e.

¢) Dado ¢ >0,existe un abierto A talque Sc A4 mA-S)<e.

1.1.5 Definicion de Funcion Medible.

Sea F una funciéon de valor real, si el conjunto {x/ f(x)> a}, xc R, es L,

entonces f se llama funcién L. Se define entonces las siguientes funciones:

flx), si x>0
0, si fx)<0.
0, s1i f(x)<0

flx), si f(x)=0.

F(X)={

f()f)={
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. ., + .
Si f es una funcién L, entonces f f son funciones L, las cuales denotan
2

la parte positiva y la parte negativa de f, respectivamente.

Si f y g son funciones L, entonces el conjunto {x/ Ax) > g(x)} es un

conjunto L. Ademas, af(x), f(x)+ g(x), f(x)g(x) son funciones L.

Si {£/(x)} es una sucesion de funciones L y lim £,(x) = £ x), entonces f(x)

es L.
1.1.6 Definicion de Integral de Lebesgue.

En un conjunto E, se define la integral de una funcion f, donde E y f son L,
de la siguiente forma:
a)S1 f(x>0: sea D= {e, ey, ..., €,} una particion general de E, tal que

|Je. = £, donde los ex son L y disjuntos; se define la suma inferior asi

L(f,P)= Zn(ek)mk , donde Inf f(x)=m, el extremo superior de L(f, P)
= xee,

para todas las particiones, se llama integral de Lebesgue de f y se nota

[ £9dx=supL £, P).
E P
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S1 L(f, P) = «, entonces IE f(»dx=0.

b)Si f es cualquiera: en caso que f(x)=1f (x)+ f(x), entonces

IE Ax) dx= L £ (x)dx+ IE £ (%) dx.

El valor de la integral de f no esta determinado si las integrales de la parte
positiva y negativa tienen valor infinito; si el valor de la integral de f es

finito, entonces se dice que f en integrable en E.

La integral de Lebesgue cumple las siguientes propiedades:

P
a) Si £= U Ey , donde E;, E,, ..., Ep son disjuntos, entonces

K=1

P
jE f x)dx = Kzl jE £ xX)dx |

b) Si £ x)<g(x) en E, entonces IE A x)dx< Lg(x) dx.
c) Para que IE f(x)dx sea finita, es necesario y suficiente que
IE\ f(®)|dx sea finita.

d) Si f(x)es acotadaen E y g(x) es integrable, entonces existe un C, tal

que m<C <M, yademas IE A(x) g( %) dx= CIE\g(x)\dx, donde

igff(x)zm y sup f({x)=M.
E
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e) Si m(E)=0 entonces IE f(xdx=0.

f) Si f(x) es integrable en E, entonces el conjunto {x/ f(x) =+wx} tiene una

medida cero.
g) La integral es lineal, es decir:

jE(a1 £(X)dx+...+a, £.(x)dx) = a, jE £(x)dx+...+ anIE £.(x)dx.
h) Si E= UEK ,donde los Ey son disjuntos, entonces
K=l

IE x)dx= ZIE (x) dX, es decir, la integral es completamente
=

aditiva.

1) S1 fy(x), n=1,2, .., esuna sucesion creciente de funciones L

positivasy si £ . X)= }gg £(X) entonces L, f(x)dx= }gg_[ﬁ f(xdx,

1.2 LA FUNCION DE HEAVISIDE.

Definicion.
0, para x<0

La funcion H(x)={C, para x=0 )
1, para x>0

se conoce como funcion de Heaviside o funcion escalonada unitaria.
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H tiene un salto de dicontinuidad en X = 0. Usualmente se toma H(0) = 4.

Algunas veces a H(0) se le asigna algtin otro valor constante C, en lugar de
¥acon 0 <C <1; en este caso, la funcion se simboliza por H¢(x).  Si el salto
de la funcion de Heaviside se da en un punto X = a, entonces la funcion se

denota por H(X —a).

, 1, s7 X<0 0, ss X<a
Asi, H(—X)z{ , H(X- a)={ .
0, s1s X>0, 1, s1 X>a
Luego,
0, si x<0
I -H(x)=
1, s1 x>0,
donde se puede ver que H(x)=1— H(-x).
A
y 4 y
1 1
0 X a X

FIGURA 1. Graficas de H(x) y H(x —a).
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Se puede estudiar la funcion de Heaviside través de varios argumentos. Por

ejemplo, se examinara H(ax +b). S1 a>0,

0, s1 ax+b<0 0, s x+—<0
H(ax +b) = < H(ax+b)=
I, si ax+b>0 l, si x+—>0

luego, H(ax + b) = H(x + b/a).

Por otro lado se tiene que, H(x + b/a)H(a) + H(-x — b/a) H(-a) =

— H(x + b/a) (1) + H(-x — b/a)(0) = H(x + b/a) = H(ax + b).

Luego, H(ax + b) = H(x + b/a)H(a) + H(-x — b/a)H(-a), siempre que a > 0,

aeR.

Similarmente, se puede mostrar que el mismo resultado se tiene si a < 0.

La funcion H es muy 1util en el estudio de las funciones generalizadas,
especialmente en la discusion de funciones discontinuas con salto. Por
ejemplo, sea la funcion F una funcion que es continua en todos sus puntos,

excepto en X = & , en cuyo punto €sta tiene un salto:
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F(x), si x<a
F(x) =

F,(x), s1 x>«

entonces F(x) se puede escribir como

F(x) =Fi(x)H(& - x) + Fo(x)H(x - @).

En efecto:

a) Si x <o, Fi(x)H(a-x) + Fo(x)H(x - a) = F1(x)(1) + F2(x)(0) = Fy(x).

b) Six> a, Fi(x)H(a-x)+ Fax)H(x - @)= F1(x)(0) + Fa(x)(1) = Fx(x).

Un ejemplo de esta funcion se ilustra en la Figura 2.

Y 4
FQ(X)
Fix)
o X

FIGURA 2. Graficade F(x)=F (x)H(& - x) + Fax)H(x - Q).
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Este concepto puede extenderse a funciones que sean discontinuas en varios
puntos, por ejemplo, se considera la siguiente funcion:
x, si 0<x<l

F(x)=43, s l<x<2

0, s x>2.

F(x) puede expresarse de la siguiente forma:

F(x) = x’H(x) — [H(x — D][(-3 + x°)] = 3)H(x — 2), su grafica es:

iy

1 2 X

v

FIGURA 3. Grafica de F(x)=x"H(x) - H(x — 1)(-3 + x°) - 3H(x - 2).

En efecto:
a) Si 0<x<1, xH(x) - [H(x— D][-3 +x)] - 3)H(x-2)=
=x*(1) = (0)(-3 +x?) = 3(1) =x".
b) Si 1<x<2, x°H(x)- [H(x - 1)][H(-3 + x°)] - 3H(x - 2) =

=x’(1)= ()3 +x)-30)=x"+3 -x"=3.
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¢)Si x>2, x’H(x) - [H(x - D][H(-3 + x?)] - 3H(x - 2) =

=x* (1) - ()3 +x)-3(1)=x"+3-x"-3=0.

1.3 LAS FUNCIONES DE PRUEBA.

Sea D el espacio, que consiste de las funciones de valor real
#(x)=¢(x,x,.,x,), tales que cumplen lo siguiente:

(1) ¢(x es una funcion infinitamente diferenciable definida en cada punto de
R™ Esto quiere decir, que D"g existe, para todo multi-indice k. Tales
funciones también se denominan funciones de clase €™ .

(ii) Existe en D un nimero A, tal que ¢(X) se anula para |x > A. Esto

quiere decir, que ¢(x) tiene soporte compacto. Entonces, tal ¢(x) es una

funcion de prueba. Los elementos de D se denominan funciones de prueba.

El prototipo de wuna funcion de prueba en el espacio D, es

2
—a

Pl (O ) e (1)
0, r>a
Su soporte es claramente  |{<a. Tomando a = 1 y multiplicando

#(x0)=¢(x1) por un factor normalizado conveniente, se puede construir la

funcion



Cexp(— , r<l
pC—>3)

$(x1) = (2)

0, r>1,

que satisface las condiciones

(i) g D.

- j¢g(x)=1, xe R".
.,

(i) ¢! = | exp[ ‘12}1;(.

|r]<1 I —r

Esta funcién por intervalos nos da la funcion de prueba,

9. (%) =

con las propiedades:

@ s, (0 =1

(i) Sop ¢4, = A= <e).

(i) &' = | exp( T jdx
E —Tr

‘r‘sg

26
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Las funciones de prueba, en general, cumplen las siguientes propiedades:

(1)

(i)

(iii)
(iv)

Si ¢ y ¢, estdanen D, entonces también estd c1¢ +co¢4,, donde
C1 y ¢» son numeros reales.

Si ¢ e D, entonces también D" e D.

Si feC” y peD, entonces fpeD.

St ¢(x,x,.,x,) es una funcion de prueba m-dimensional y
w(x,..,X,.,,..,x) s una funcion de prueba (n-m)-dimensional,

entonces ¢y es una funcion de prueba n-dimensional en las

variables xi, X, ..., X,.

La definicion de D no demanda que todos sus elementos tengan el mismo

soporte. Sise toma en R, por ejemplo, la funcion ¢(x), definida como en (1),

entonces ¢ x) y J(x—3) son miembros de D, aunque sus soportes son,

respectivamente (-1, 1) y (2, 4).

Para introducir el producto interior en estos espacios es conveniente trabajar

con las nociones basicas de la convergencia, las cuales se expresan en la

siguiente definicion.
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Definicion.
Una sucesion {4}, de elementos de D, converge a ¢, si se satisfacen las

siguientes condiciones:

(1) Todo ¢, y ¢, seanulan fuera de una region comun.
(ii)) D"4. > D" uniformemente en R", cuando m—> o, para todo

multi-indice k.

¢, € D,y por lo tanto, D es cerrado (completo), con respecto a esta definicion

de convergencia.

Para el caso especial en que ¢,= 0, la sucesion {g,} es llamada una sucesion

nula.

La sucesion {[1}5(){, a)}, donde ¢(xa)es definida por (1), es una sucesion
m
nula. Sin embargo, la sucesion {[1j¢(x,a)} no es una sucesion
m m

convergente, porque el soporte de la funcion #(=, a) es la esfera con radio
m

ma , el cual varia, para diferentes valores de m.
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Ademas, en el espacio D de funciones de prueba, se usaran ciertos
subespacios de D. Para una region R de R", el espacio Dy =
{¢ € D: sopp R} contiene aquellas funciones de prueba cuyo soporte esta en

R.

Este es claramente un subespacio lineal de D.

Por ejemplo, Dx y Dy estan contenidos en Dxy, el cual es el espacio de

funciones de prueba ¢(x y) en R?.

La convergencia de Dy es definida del mismo modo como en el espacio D.

1.4 LA FUNCION DELTA DE DIRAC.

En problemas fisicos con frecuencia se encuentran conceptos idealizados,
tales como fuerza concentrada en un punto & o una fuerza impulsiva que
actua instantaneamente. Estas fuerzas son descritas por la funcion Delta de

Dirac d(x - ).



0 s/ x#0

2

La funcidén & se define como &(x)= { ,
o, s x=0

S(x—a) tiene propiedades importantes:

. 0, s/ x#«a
para cualquier ae R, S(x—a)= { , (1)
®, SI X=0.

1, si a<x<b

Ademas, [ 8(x—a)dx= )
a 0, en oiro caso

También, [ s(x-a)dx=1 (3)

Sea ¢ una funcion de prueba, se tiene que:

[ 60 x)p(0dx=[" (0 (x+ x)dx=p(x).
En efecto, sea z=x — X, entonces x=xo+z y dx=dz.

Luego,

|80 x)p(0dx=[" S(p(x, + 2dz=

= f;é‘(x)(z}(x—}— x,)dx=¢(x+ x,) ‘X:O =¢(x,).

30
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1, si a<x<b

b
Se mostrara que L 5(X —% )dXZ { en olro caso

0

1, si a<x<b
En efecto, sea ¢/ x) = { *

0, en otro caso.

, s1 a<x<b

Entonces | 6(x—x)dx=[" 8(x—x¢ 3)dx=40) ={
a oo 0, en oiro caso

Por lo tanto, I_m5(X— a)=1.

La ecuacion (3) es un caso especial de la formula general

[ 8(x-a) Anydx= flar), “4)

donde f(x) es una funcion suficientemente suave.

La ecuacion (4) es conocida como la propiedad de reproduccion de la funcion

Delta.

Algunas sucesiones de funciones cumplen la relacion (4), como por ejemplo,

la formula conocida como de Dirichlet:
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Lim f; (x) Sen(mmx)

m—>0 X

dx= £0).

Se puede mostrar que

[“6(x=x) f(xdx=[ 6(x) flx+ x,)dx= £(x,).

En efecto, sea w =x —x¢, entonces x=w +xy y dx =dw, entonces

[ o(x=x) Andx=[" 5(x Aw+x)dw=[ 50 Ax+x)dx.

Pero, para & =0, se tiene que .[_005()() (x)dx= £(0), de donde

[” 60 Ax+ x)dx= Ax+ x)| o= Ax).

También se puede mostrar que si g es continua en cero, entonces

g(x) 9 (x) = g(0) 0 (x).

En efecto, sea f una funcion arbitraria, entonces
[ les(0] fndx= [ 5(02(x) ARdx=2(0) A0) = 2(0)[" 5(x) AR dx=

= [ [2()s (0]A» dx
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Como f(x) es arbitraria, se concluye que g(x)o (x) = g(0)9 (x).

5(x) no es localmente integrable, ya que, si se toma {/,} una sucesion de

n

mtervalos encajados, es decir, cada intervalo es incluido en uno precedente,

cuya longitud tiende a cero, entonces }]1_1)130 L f(x)dx=0 , pero §(x) da un

valor finito.
1.5 LAS SUCESIONES DELTA.

Aqui se consideran varias sucesiones cuyo limite es la funcion Delta. Se

discutiran en detalle algunos ejemplos.

Ejemplo 1.
Sen(mx) _ .
Sea Sn(x)= m=1,2,3, ..., es claro que, para m fijo, cuando |x|
V5.4

sea grande, el valor de S,, se hace pequeiio.

© Senx /4 - :
Recordando que J.O dx = 5y cambiando x por -x, se tiene

de=2

- X . ¢ R ¢ 2

Sen(—x) Senx , 0 Senx Vs
e |
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Senx

Luego, f; dx=l.

Senxa’x= 7% _z Dedonde, ro
2 2

X < TX
Al cambiar x por mx en la formula anterior, se obtiene

Sen(mx) © Sen(mx)
I el

n
=1
mrx X

Ahora, se mostrara que la propiedad de reproduccion se cumple:

se considera la integral I * Sen(mx) f(x)dx, donde f es diferenciable y " es
- V2.¢

continua y acotada.

Se observa que para todo b>a> 0,

m Ser; bm Sen

JS(X)G’ J'*Sb”(’m)dle‘[bmay v hm yd

Vil X JT vam y m—% 7r am y

.1 pomSen
Similarmente, para a<b <0, IIHIE}D;L”] y}/ dy — 0
Luego,
lim [* 8,(x) £(x)dx=lim [ Se”(“) SEIEY) g x)dx = f(O){h 0 [ Sen(mx) dx}:
S 7'
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_ f(())[]im J‘” *Sm(lmdx}: £(0) .
m-— oo J—w TX

donde & >0, sinimportar que tan pequefio sea.

Ejemplo 2.

Sea S, (x)= a m Sm(X) se puede interpretar como la distribucion de
T

+m2X2)'

carga continua en una linea.

Es claro que, para m >>1, S;(x)<<l, excepto para un valor maximo de

>

T

que se obtiene en x = 0.

Se verificara esta ultima afirmacion:

3
Sm(x)= L "2MX g (x)=0, siysélosi -2m’x=0,

272 °

7 (l+mx)

sty s6lo st x=0.

El valor total de r,(x) a la izquierda del punto x, es
x I 1 4 . ., :
m(x) = J. S (u)du = 5 + —tan ~ (mx), la cual es la distribucion acumulativa
o ju

de carga.
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Puesto que j_w S (u)du=1, para cada m, se sigue que la carga total sobre la

linea es siempre igual a 1.

. 0, x=0
Ademas, lim S, (x) =
11— w) X: O‘
0, para x<0

También, M 7,(x)=<1/2, para x=0

I, para x>0.

Cuando m se incrementa, la carga es impulsada hacia el origen.

Asi, lim S, (x) describe la densidad de carga debido a una carga positiva

Ha1—> 0

unitaria localizadaen x =0.

Para ver que la sucesion S, (x) caracteriza la funcion Delta, falta probar que

satisface la propiedad de reproduccion; es decir,

rlni—go}-[oo XS, (dx= H0) para cualquier funcion f acotada, integrable y

continuaen x=0.

En efecto:



[ f08,(x0dx=[" 10)S,(x)dx+ [ 208, (x)dx,
donde g(x) = f(x) — f(0), pero como J: S, (w)du=1 entonces

[ 98, (0dx= A0)+ [ (08, (xdx

Se debe probar que Ilnlilgo J.: 2(x)S (x)dx=0,

En efecto, se tiene que para algin ¢ >0, existe un N, tal que

I_wwg(x)sm()f)a’)% e, m>N.

Sea A un numero positivo que divide el intervalo (-, ) en tres partes, de

modo que

[" &(08,(9dc=["e(08,(9de+[ a(08, (Ddc+ [ &(0S, (9de=1,+ 1, + ..
En la integral de I3, sea M(A) el maximo de [g(x) en -A <x <A,

Entonces,

<[] g(0)S, (axs A —

An(l+m x°)

a’XzM(A,[Ztan_1 (1TA):| <M(A.
7

37
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Como g(0)=0 y g(x) escontinua en x = 0, entonces lim M(A4) =0. Por lo

tanto, para cualquier ¢ >0, existe un numero real A, lo suficientemente

pequeflo, tal que |/;| <&/2,y este es independiente de M.

Falta probar que |7, +7,| es suficientemente pequefio, para un m grande.

En efecto, puesto que f esacotaday |g(x) <|A(x)+ £(0)

, se sigue que |g(x)

esacotadaen —oo< x<oo, esdecir |g(x)<b.

_ o 2
Entonces \[1 + [z\ < bU ASm(x) + J.ASm(X)a'X} = b[l —Ztan™ (mA)) , para un
. jn

- -1
namero A fijo, ng}o(z/”)tan (mA) = 1 De esta manera se puede

encontrar N, tal que b(l —(2/7)tan™ (mA)) <&l2, m>N.

Con esta eleccion de N, se tiene

U:g(x)Sm(X)d,\is‘]l + L+ L)<\l + 5|+ | L] <6

Con este resultado se complementa la prueba.
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Definicion.
Una sucesion S,(x) es llamada Delta-convergente, si
Illll_rgo J._OOOO S,.(x) f(x)dx = £(0), paratoda funcion f de clase C” en

— < x< 0,

Asi, se puede decir que para una sucesion Delta-convergente,

lim 8,,(3) =5(3).

En la formula anterior se ha tomado la carga unitaria localizadaen x=0. Si

se localizaen x =, entonces se llega a la f6rmula

lim [* 5, (x—a) A(nde= fla) y liMS,(x-2)=5(x-0q).

01— 0

m

i lim =o0(x—«
Por gjemplo, 1M 20+ (x—a)) ( ).

La propiedad de reproduccion Ji f(x)0(x—a)dx= fla) es interpretada

como la accion de la funcion generalizada O(Xx—a) en f: esa o0(x— )
es entonces la que actua sobre una funcion f suficientemente suave, si se

mvestiga el valor de f(x) en x=«a .
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2. TEORIA DE DISTRIBUCIONES DE SCHWARTZ-SOBOLEV.

2.1 FUNCIONALES LINEALES Y LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES

DE SCHWARTZ-SOBOLEV.

Una funcional lineal t en el espacio D es una operacion (o regla) por la cual

se le asigna a cada funcion de prueba ¢ un numero real denotado por (z, ¢ ),

tal que (r,¢ +c.b,)=q(t.é)+0c(t8,), (1)

para funciones de prueba ¢ y ¢, arbitrariasy c;, ¢, numeros reales.

De la definicion se tiene (£0)=0, (2)

y <fach¢/> = Zc}<t’¢j>’ (3)
=1 /=1

donde los c; son niimeros reales.

Definicion.

Un funcional lineal en el espacio D es continuo si y solo si la sucesion de

numeros (t¢,) converge a (t¢), cuando la sucesion {4} de funciones de
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prueba converge a la funcion de prueba ¢ (en el sentido de convergencia

definido previamente).

Asi, lim{tg,)=(tlimg, ). )

m—0
Ahora se tienen las herramientas para definir las distribuciones.

Definicion.
Una funcional lineal continuo en el espacio D de funciones de prueba es

llamado una distribucion.
2.1.1 Distribuciones Regulares.

El conjunto de distribuciones que son mas usadas son aquellas generadas por
funciones localmente integrables. Claro, cada funcion f localmente

mtegrable genera una distribucion por medio de la formula

(£,4)= [ Ax)$(X)dx, 5)

Rﬂ
para probar la linealidad de este funcional, se tiene

(£,C+Cs) = | AR[Ch(X) + Co,(D]dx= € | AR (X)dx+ C, [ A X, (X)dx.
R I'g

R
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Para probar su continuidad, se observa que

(£.4) < maxg(X)| [| A(Wdx< oo

sopg

Asi, la sucesion {g,} converge a cero, entonces también (£,¢,) converge a

cero. Por tanto, ésta es continua.

Las distribuciones definidas por (5) son llamadas regulares. Todas las demas
distribuciones son llamadas singulares. Sin embargo, también se puede usar

simbolicamente la formula (5) para una distribucion singular.

Las distribuciones también pueden ser definidas por operadores diferenciales
parciales. Si f es una funcidon localmente integrable, se puede definir una

distribucién como  (£,¢) = I AXD'¢(X)dx, ¢eD  (6)

R

Observacion 1.
La constante C tiene tres significados en el presente trabajo:
a) C esun namero.

b) C es un punto constante de la funcion.



43

c) Como una funcion constante; C es localmente integrable y genera la

distribucion (C,¢) = [ Co(xdx= C[p(dx. (7)
R R’

Se debe aclarar que C se usara como una constante siempre que ocurra una

de las formas aqui descritas.

La distribucion cero en D tiene la propiedad (0,¢)

0, ¢eD.

Observacion 2.

La definicion de distribucion puede extenderse para funciones con valor
complejo de una variable real. Las constantes C; y C, usadas en la
siguiente definicion son numeros complejos.  El espacio de funciones de

prueba es entonces llamado D®. De acuerdo a esto se tiene:

Definicion.
Una distribucion t es una funcional de valor complejo en D@ tal que

() (& Go+Cp,)=C(t8)+Cl14,).

(ii) ,1,,1230<t )= <t, lim ¢m> ,

H1—> 0

donde los ¢ (x) son elementos de D,
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Observacion 3.

La distribucion ( 7,¢) sera denotada también por f.

2.1.2 Espacio D’.

El espacio de todas las distribuciones de D es denotado por D’. Las

distribuciones t; y t; originan una nueva distribucion t = Cit; + Cot,, tal

que {(t,¢)={(Cit, + Cit,,¢) = C{t,.¢)+ C,(t,.4).

Asi D’ es un espacio lineal propio. Este es llamado el espacio dualde D y
es mas grande que D. Este forma una generalizacion de la clase de
funciones localmente integrables porque contiene funciones tales como &§(x)

que no son localmente integrables.

Por esta razén, las distribuciones son también llamadas funciones

generalizadas.

Otra idea basica en la teoria de distribuciones es dada por el siguiente

teorema.
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Teorema.
Dos funciones continuas que producen las mismas distribuciones, son

idénticas.

Demostracion.

Se sabe que < f,¢> = I f(x)¢(X)dx y como la tnica funcidn continua f para
R

la cual (£,¢)=0, paratodo geD es f=0 y x €R’, yaque, siexiste
x, € R",tal que f(xy) >0, por la continuidad existe una bola de radio ¢, que

contiene a Xy, en la cual f(xy) =0, paratodo x en esa bola.

Ahora, la funcion de prueba (£,¢) es mayor que cero, lo cual contradice la

hipotesis. Lo mismo se tiene si se supone f(xg) <0.

Para funciones localmente integrables, este teorema no se cumple, porque se
pueden alterar los valores de f en el conjunto de medida cero, si se altera la
distribucion regular. Por lo tanto, si f y g son localmente integrables y son

casi iguales en su totalidad, entonces ellas generan la misma distribucion, y se

tiene que (£.¢)=(g.¢), $eD.
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2.1.3 Ejemplos.

Ejemplo 1.

La distribucién de Heaviside en R" es

(Hy )= £¢(x)dx, donde H(x) = {; ;‘:ﬁ (1)
Para R, la ecuacion (1) queda <H, ¢> = LOO¢(X) dx, )

Puesto que H(x) es una funcion continua a trozos, es una distribucion

regular.
Ejemplo 2.
La distribucién Delta de Diracen R" es (5(x-a),4(X))=¢(a), (3)

para un punto fijo xeR".

La lincalidad de esta funcion se sigue de la relacion

<§7 C1¢1 + C2¢2> = C1¢1(05)+ C2¢52(Ot) = C1(§7¢1)+ Cz (§7¢2) > donde Cl y C2 €R.

Para probar la continuidad, se observa que lim (5,4, )= lIm ¢, ().
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Por lo tanto, si ¢,(x) — 0, entonces ¢, (o) —>0 y se tiene la continuidad.

Asi, la funcion Delta es una distribucion y no es localmente integrable, razon

por la cual es una distribucion singular.

Ejemplo 3.

Funciones generalizadas relacionadas con la funcion Delta.

Varias funciones generalizadas relacionadas con la funcidon Delta son utiles en

electricidad y problemas de Ingenieria electronica.

Por ejemplo, una sucesion infinita de impulsos, es decir, una cadena infinita

de funciones Delta, es descrita por la combinacion de Dirac

Il (x) = i&(x—n), (4)

n=—x0

Esta es llamada también la funcion réplica o muestreo, porque ésta da la

informaci6n acerca de una funcion f en x =n:

HI() £09 = (119, A)= Y, Am3Cx=m),
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Otras expresiones de interés son las funciones pares de impulsos, las cuales

son definidas como:

l[(x)z%b‘(x+%)+%§(x—%), (5)

L0 =280+ ) =200 (6)

Ejemplo 4.

., . . ., o | #l X
La funcién 1 no define una distribucion regular, porque I V‘)} dx Mo es
X - X

convergente, para toda la funcion de prueba (e.g., ¢(X)=C), por lo tanto, se

puede emplear la nocion del valor principal de Cauchy y definir

-0 X 0"\ J-o X

<P(L),¢>=*j_i¢(f) ac=tim [ ) g im U <[ j¢(X) dx
, $eD, (7)

donde el asterisco (*) a la i1zquierda del signo integral, indica el valor

principal. Este limite existe porque, como ¢(X) es diferenciable en x =0,

existe una funcion w(x), continuaen X =0, tal que

HX)=g0)+2p(x). (8

Sea [-A, A] el soporte de la funcion de prueba ¢(:Y), de modo que,
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para

Im(ﬁ(f) dx= I&m(ﬂf) " "’(X)jd": [ v dx— [ p(nax

para ¢>0. 9)

<P(1j,¢> es una distribucion y es llamada una pseudofuncion; se denota

X

como Pf(1/x).

2.2 OPERACIONES ALGEBRAICAS CON LAS DISTRIBUCIONES.

Se ha definido la suma de dos distribuciones y multiplicacion de una
distribucién por una constante. Ahora, se definiran otras operaciones
algebraicas, tales como el cambio lineal de variables y el producto de una

distribucion con una funcion.
2.2.1 Traslacion Lineal de Variables.

Sea (f,4) una distribucion regular generada por una funcion f, que es

localmente integrable en R". Sea x = Ay —a, donde A es una matriz nxn,
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con det A #0 y a es un vector constante, serd una transformacion lineal no

singular del espacio R" en si mismo. Entonces se tiene:

(£(4y - a)¢(») = [ F(4y - a)p(y)ey = mjm APl (x+ a)lx =

|dt4< AX.p A" (x+ a))), (1)

donde Al esla inversa de la matriz A.

Afortunadamente, la misma definicion se aplica a una distribucion singular,

porque [A™(x + a)] es una operacion validaen $(X).
Por lo tanto, se tiene  (#( Ay a),4()) = <t(x) "5[‘41(—’”‘”]> 2)
€

Observacion 1

Para la traslacion simple, cuando A = I, la matriz unitaria, la ecuacion (2)

queda: ({y—a)p(»)=(8(.9(x+a)). 3)

Por ejemplo, (8(y-a).¢(»)=(5(x.4(x+a)=¢(a). (4)
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La distribucion t se dice que es invariante con respecto a la traslacion en una

distancia a, o periddica con respecto a a, si

(ty—a)¢(»)=(tx).¢(x+a))=(t¢). (5)

Por ejemplo, la distribucion regular (en DC),

(e™.p(0) =] e p(ndx,

. . mx . .
la cual es generada por la funcién localmente integrable € | es invariante

con respecto a la traslacion en la distancia 277, n=1, 2, ..., es decir,

(7027 g(x)) = (™ ().

Observacion 2.

Para una traslacion simple, donde A =CI, a=0, la ecuacion (2) queda:

(), 9(9)) = %<f¢[§j> (6)

Una distribucion es llamada homogénea, de grado 4, si £ Cx)=C “t X),

para C >0, esto significa que la relacion
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(t(Cy), ¢ ()= C" <r(x),¢(§)> = CH{1.9),

0 <r<x),¢<§>> = C* (1),

se acomoda a este tipo de distribucion.

Para el caso especial de la funcion Delta, la ecuacion (6) queda:

1 X 1 1
<5(Cy),¢(y)>—W<5(X),¢[Ej>—F<5(X),¢(X)> 0 5(CX)—W5(X)-

Asi, 8(X)=6(x,x,,..,x,) esuna distribucidon homogénea de grado —n.

S1 se toma x = -y, se tiene la reflexion de una distribucion en el origen y la

ecuacion (2) se convierte en:

({=2).8(») = (02, ¢(~2)) . (7)

Para la funcion Delta, la ecuacion (7) queda:
(6C=2.0(1) = (6(0.0(-0) = $(0) = (5(0,4(x), 0 (-x=5(x, es decir, la
funcion Delta es una funcion par.  Este resultado también puede obtenerse

con la ayuda de la propiedad de reproduccion de la funcion Delta.
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En efecto, _[15(1&’— a)o(x—b)dx=0(a-b)=d6(b—a), a=b, lo cual prueba

que S(a—b) es par. Esta formula integral da la propiedad ortonormal de la

funcion Delta, que origina la siguiente definicion.

Definicion.

Una distribucion que es mnvariante bajo reflexion en el origen, de tal modo
que  ((-y),4(»)=(dx.4(-x)=(z¢), es llamada una distribucion par o
centralmente simétrica. Similarmente, una distribucion con la propiedad

({(—x),6(x) = (x),4(-x) =—(t,4) es llamada una distribucion impar.

Observacion.
Para una rotacion simple, a =0 y A’ = A, donde A’ y Al son

respectivamente, la traspuesta y la inversa de A, entonces se tiene

_ (A x)
(H(Ap),$(») = <t(X), et 4 > .

2.2.2 Producto de una Distribucion y una Funcion.

En general, se dificulta definir el producto de dos funciones generalizadas, no

puede ser posible que sean uniformes, si ellas son localmente integrables,
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como es claro, para el ejemplo f(x) = g(x) = por lo tanto, siempre es

172 7

posible asignar un significado al producto de una funcion generalizada t(x) y

una funciéon w(x) infinitamente diferenciable; por definicion (yz,¢) = (% y9),

porque w¢ esun elemento de D.

Ejemplo 1.
Para una constante C, se conoce que (Ct¢)=C(t,4), porque de la ultima
relacion se tiene (Cr¢)=(t C¢)=C(t4), para una funcion C. Asi, ambos

resultados son consistentes.

Ejemplo 2.

(wo,8)=(5,wh) = w(0)(0) = w(0XS,4) = (w(0)5,4) © W(NS(x)=w(0)5(x).

Por consiguiente, en este caso especial, es suficiente para la funcion y(x) que
sea continua en el origen.

Mas general, w(0)d(x—a)=yw(x)S(x—a).

Ejemplo 3.

. 1
Se demostrara que x'PA(—)=x"", ne 2.
X



En efecto, <X”Pﬂ )40 )> e [ ggdn=(3 ).

55
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3. DIFERENCIACION DE DISTRIBUCIONES

Es posible que una funcion sea localmente integrable y no sea diferenciable

en cierto punto. Por ejemplo, sea

f:X):{O’ si xeQ

1, si xel

f es integrable pero no es diferenciable, porque no es continua. D e hecho,
pueden existir funciones continuas (por tanto, integrables), que no sean

diferenciables en algun punto.

Las distribuciones, por el contrario, siempre poseen derivadas y estas
derivadas son nuevas distribuciones. Para explicar esta afirmacion, es
necesario determinar primero que se entiende por derivada de una
distribucién.  El trabajo se limitarda inicialmente a variables de una
dimension, considerando una distribucion regular generada por una funcion
que es derivable en todas partes y cuyas derivadas son continuas. La derivada

nuevamente generara una distribucion regular.
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Definicion.
Sea f(t) una distribucion regulary ¢ e D una funcion diferenciable en todas
partes, cuyas derivadas son continuas, entonces se define la derivada de la

distribucion, notada <1‘(”,¢5>, asi:

()= [ rOgndi==[ fing" (dr=(r-4"), (1)

se notaque ¢ €D, cuando ¢eD.

De esta manera, un conocimiento de f determina que se conozca <z“<”,¢5>.

Asi, se ha definido " como una funcional. Este ultimo resultado se

generalizard en la siguiente definicion.

Definicion.
La primera derivada f"() de una distribucion f(t), donde t es
unidimensional, es la funcional en D dada por <1‘“)(t),¢(t)>=< f(t),—¢“3'(t)>,

donde ¢eD.

A manera de ejemplo, la derivada de la funcional Delta, notada &%, esta

definida asi: <5“¢' , ¢5> = <5,—¢5 “3'> =4 (0).
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Otro ejemplo esta dado por la funcidn salto unitario, notado asi 1,(#):
0, para t<0

1"()=41/2, para t=0
1, para t>0.

La primera derivada esta dada por
(L70.0(0) = (1,04 (0) = =[ ¢ (9t = $(0) = (5(1).4(1),

para ¢ € D.

Se puede observar que la derivada ordinaria de la funcion 1, () es la funcion

que es cero en todo punto, excepto en t =0, en donde no existe.

Cuando la variable independiente t es de n dimensiones, la derivada que se

acaba de definir es la derivada parcial. Las primeras derivadas parciales

ordinarias a—f, i=1,2,..,n de una distribuciéon f definida sobre R" son

;

las funcionales en D dadas por <2—f,¢>=<f,—%>, 1=1,2,..,n, geD. (*)

1
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Teorema.
La derivada parcial de primer orden de una distribucion es también una

distribucion.

Demostracion.

La derivada parcial de S—f definida en (*) es realmente una funcional en D.

;

, of .
Se mostrard que 2 €s continua.

1

o0
En efecto, seca {¢V}Vz1 una sucesion de funciones pruebas en D, que

o0

09y .,

convergen a cero, entonces 8t tamblen converge a cero en D.
) y=l

1

Puesto que f es continua, se tiene:

a—f,(ﬁy = f,—% — 0, cuando V— o.
ot. ot

;

, Of .
Asi, — es continua.

1
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S1 una funcion ordinaria es diferenciable en todo punto y su derivada es
acotada, entonces esta derivada corresponde a la derivada de la distribucion,
pero en general, esas dos derivadas no son iguales, como se vio en el ejemplo

de la funcién 1°(t).

En lo sucesivo, cuando se hable de derivada se estara hablando a la derivada
de una distribucion (derivada distribucional), a menos que expresamente se

diga otra cosa.

La operacion diferenciacion se puede repetir infinitamente y asi, una
distribucion tiene derivadas de todos los ordenes, las cuales son a su vez,

distribuciones.

Teorema.
El orden de diferenciacion de las derivadas parciales de orden superior de una
distribucion, definida en R", pueden ser alteradas al azar. En algunas

o'f  O'f

= . Este hecho no siempre se tiene en la derivacion
otor, otot,

ocasiones

ordinaria.

Demostracion.
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Cuando ¢ € D, tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes y por

o4 0

= , en el sentido ordmario.
ot, oot

lo tanto

1

Asi, (ZL g\ 0F 0\ _[p 04\ [, 00\ _[ O0F op)\_[of N

como se ha mostrado que se cumple para dos dimensiones, se puede afirmar

que se cumple para n dimensiones.

Cuando un operador diferencial D" acta sobre una distribucion, se tiene que

k
n a !
=15

donde el orden de la diferenciacion de las derivadas parciales no es necesario

especificarlo.

Si se hace kizn:lg, se tiene que <Dkf,¢>=<fa(—1)k0k¢>.

=1

El funcional Delta sirve como una ilustracion de lo anterior:

(D'6.)=(8.(-1)" D'g) = (=) D'9(1) | .
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Definicion.
La regla para diferenciar el producto de una distribucion f y una funcion y,
la cual es infinitamente suave, es la misma que para el producto de dos

funciones diferenciables, esto se precisa asi:

0 90N _ [ OPN_ [, O op N\ _
<ar1(wf)’¢>_<"”’ 6t,> <f, W6t1> <f, ar1(¢¢)>+<f’¢ ar]v>

of % of Oy
= ~ > + f; - /= ~ + f_a s D
<8ti l//¢> < 8ti> <L// o, ¢> < o, ¢> para €

Dos propiedades importantes de la diferenciacion de distribuciones se

establecen en el siguiente teorema.

Teorema.
Linealidad: la diferenciacion es una operacion lineal en siguiente sentido:
para dos distribuciones f y g,y para todo numero o,

D'(f+g9=D"f+D‘'g y D'(af)=aD*F.

. . ., . . . 0
Continuidad: para toda sucesion de distribuciones {fV}V=1 , que convergen en

D’ a la distribucion f, la correspondiente sucesion de derivadas parciales

{Dk t, }O;:l también converge en D’ a D'f.
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Demostracion.

a) Linealidad:
D'(f+0)=(D"(£+2).¢)=(F+ () D'¢)=(£(-1)' D'¢)+ (g, (-1)' D'¢)=

= D' f+D'g.

b) Continuidad:

Para la continuidad, sea ¢ € D, entonces D‘¢ esta también en D,y como
Voo, se tiene (D f,4)= < £, (—1)2fo¢> > < £, (—1)?‘Dk¢> = (D" £.4), lo cual

demuestra que la diferenciacion es una operacion lineal continua en D’.

o0
Si se hace = £, una serie de distribuciones que convergen en D’, tal
2
V=1

o0
serie puede ser diferenciada término a término, para obtener D f= ZDk f, ,
V=1

donde la serie diferenciada converge nuevamente en D’.

Este altimo resultado constituye una ventaja, con respecto al analisis clasico,
en el cual la derivaciéon término a término de una serie infinita puede ser

hecha soélo si se cumplen ciertas condiciones adicionales a la convergencia.
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4. PRIMITIVAS DE DISTRIBUCIONES DEFINIDAS SOBRE R.

Una primitiva de una funcion continua es una funcidon cuya derivada es igual
a la original. El concepto de primitiva puede ser extendido a las
distribuciones. Se afirma que toda distribucion definida en R, tiene una
primitiva. Como en el caso del analisis clasico, existen infinitas primitivas y
dos de esas primitivas difieren en una distribucion constante. Se probaran las
anteriores afirmaciones, restringiendo el estudio a variables independientes de

una dimension.

Como la primitiva es en cierto modo, la inversa de la derivada, se espera que

la derivada de una distribucion, que se ha definido por

A A
<g“),¢>:<g,¢“)>, ¢ € D, podria ser usada para definir la primitiva £ " =g

A
de la distribucion £=g®.

Sin embargo, la expresion < £V @ > =(f—¢). ¢eD, (1)
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no es una definicion adecuada para la primitiva £, puesto que (1) define
a 7 como un funcional en un subespacio H de D, donde los elementos

¢ son derivadas de funciones de prueba ¢ en D.

Para conseguir una definicion apropiada de £ de un espacio H, en un
espacio D realmente no existe una unica manera de hacerlo, ya que son
muchas las primitivas para una distribucion. Se consideraran previamente

unos resultados utiles para la definicion.

Lema.
Sea ¢, una funcion de prueba fija en D, que satisface f g, (Hdt=1.
Entonces, toda funcion de prueba ¢ en D, puede ser expresada como

¢=4kp, +yv, donde w e D y k esunaconstante dada por f (D) dt.

En efecto, sise conoce ¢ y ¢, en ¢ =kg, + v, donde y esespecificadoy

esta en D. Se establecera que y esta en H, y se hace mostrando que la
mtegral definida w(5)= f #(Hdt esta en D. Se observa que yw es

mfinitamente suave y es idénticamente cero a la izquierda del soporte de ¢
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y de ¢,. También es igual a una constante a la derecha de los soportes de ¢

y #,,y esta constante es cero, ya que /(o) = Ji [¢(X) — k9, ]dXz k—k=0,

Asi, la primitiva 7" es definida como un funcional en H, a través de

(£F"w)=(f~y), weH.

Si A7 esta bien especificada por una funcion de prueba simple ¢, que
satisface f ¢, (dt=1, se tiene que esta definida en todo D. Es decir, dada

otra ¢ en D, se puede asumir el valor para <1‘H),¢0> y se puede usar la

descomposicion ¢ = kg, +y , para definir £ como una funcional en D,

dada por:

(£, 0) =k £+ (£ 0) = K £ 8. ) ~(£,9).

Si geH, k=0 vy se tiene que <1‘“]?',:,u>=<1‘<‘”,¢>, como £V esuna

funcional lineal en H, es también un funciona lineal en D, porque, si

¢ y ¢, son dos funciones de prueba en D, con la descomposicion

¢, =k ¢ +y,, siendo kvz_“_w¢y(f)df, V=12,.. ysi « y B son

dos nameros reales, se tiene que:
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(0 ap, + pp,)= (1" (ak + Bk, + ay | + fy ,) =
= (ak + pE)( 1708, )+ a( £y, )+ B(Fp,) =

=a{ £.¢,)+B(7.4,).

Ademas, se puede mostrar que " es continua en D.

En efecto, sea {¢V}C§:1 ={1(V¢0 +y V}O;:I una sucesion convergente a cero,
entonces, el nimero &, =j_w é,(Hdt converge a cero y se sigue que vy
converge a cero en D. Puesto que todo vy tiene soporte contenido en un
. .. . , t

mtervalo finito, se sigue que (7)), la cual esta dada por v, (r)= I_ ¢, (1) dt

también converge a cero en D.

Como f es continua en D, el nimero (£7.¢,)=k (£ ¢,)-(fy,)

converge a cero, cuando V—+w. Dedonde, £ escontinuaen D.

La linealidad y continuidad de £, muestra que toda primitiva de una

distribucion, es también una distribucion.
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Se mostrara que la derivada de una primitiva de una distribucion, es igual a la

distribucion.

En efecto, sea ¢ una funcidn de prueba arbitrariaen D, y

<(1d 1>)<l>7¢> (£ 0.

Puesto que s esthen H, se puede usar el hecho que <f<‘”,gu> =(f-y),

w € H, para obtener <( Ol )(1:',¢> = < f, L¢(” (9 a’t> =(1£.9).

Una primitiva particular se obtiene escogiendo un valor numérico de

<1‘<‘D,¢>. Dos primitivas de f difieren por la distribucion constante C,

donde todo numero C es la diferencia de dos escogencias de < f i‘”,¢0>.

Para mostrar lo anterior, sean <1§(‘”,¢0> y <1‘2(‘”,¢0> dos valores numéricos

diferentes, los cuales generan dos primitivas diferentes £ y £ para

una misma distribucion f. Entonces, para ¢ en D, se tiene

(£7.)=(£7.) =k £7.0,)~ (L) -k £7.4,)+( £ip) =

= Ck=C[ p(dr=(C.¢), donde C=(£7.4,)-(£7.4,).
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Todo lo anterior se puede expresar en el siguiente teorema.

Teorema.

Toda distribucion en R, tiene infinitas primitivas definidas por:
<1‘H),¢> = k< £ 4, > —(fw) 'y una descomposicion ¢ =kp, + . Cada
primitiva es también una distribucion. La diferencia entre dos primitivas es

una distribucion constante, dada por C= < £, 4, > —< £70.4, >
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